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Îáùàÿ õàðàêòêðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Êëàññè÷åñêèå òåîðèè öåíîîáðàçîâàíèÿ îïöèîíîâ áàçèðóþòñÿ íà ãèïîòåçå ñî-

âåðøåííîãî ðûíêà. Â ðàìêàõ ýòîé ãèïîòåçû íåò çàòðàò íà èñïîëíåíèå è ó÷àñò-

íèêè ðûíêà èñïîëüçóþò òîëüêî ñëîæèâøèåñÿ íà ðûíêå öåíû è íå ìîãóò ñâî-

èìè îïåðàöèÿìè îêàçàòü âëèÿíèÿ íà öåíû � íè âðåìåííî, íè ïîñòîÿííî.

Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ, íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîå ïðîòèâîðå÷èå ðûíî÷íîé

ïðàêòèêå, äîâîëüíî øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ è ðåçóëüòèðóþùèå ìîäåëè äàþò

ïîëåçíûå ðåçóëüòàòû òîãäà, êîãäà áàçîâûé àêòèâ ëèêâèäåí è íîìèíàë îïöè-

îíà íå ñëèøêîì áîëüøîé äëÿ ðûíêà.

Îäíàêî, â ñëó÷àå îïöèîíîâ äëÿ íåëèêâèäíîãî àêòèâà èëè áîëüøèõ íî-

ìèíàëîâ îòíîñèòåëüíî îáû÷íî òîðãóåìîãî îáúåìà íà ðûíêå óæå íåëüçÿ èñ-

êëþ÷àòü èç ðàññìîòðåíèÿ âëèÿíèå íà ðûíîê è çàòðàòû íà èñïîëíåíèå.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ìîäåëåé, êîòîðûå ó÷èòûâàþò çàòðàòû íà èñïîë-

íåíèå, âûçâàí òåìè ñèòóàöèÿìè, êîãäà öåíà âûñîêî÷àñòîòíîãî õåäæèðîâà-

íèÿ(high frequency hedging cost) íåäîïóñòèìî âîçðàñòàåò èç-çà çàòðàò íà èñ-

ïîëíåíèå, â òî âðåìÿ êàê íèçêî÷àñòîòíîå õåäæèðîâàíèå âåäåò ê áîëüøèì

îøèáêàì èëè ïîãðåøíîñòè îòñëåæèâàíèÿ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

Âîçìîæíî, îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò ïî öåíîáðàçîâàíèþ îïöèîíîâ áûëà äèñ-

ñåðòàöèÿ Ë. Áàøåëüå 1900-ãî ãîäà. Ë. Áàøåëüå ðàññ÷èòàë öåíû îïöèîíîâ íà

àêöèè, ïðåäïîëàãàÿ èçìåíåíèå öåíû áàçîâîãî àêòèâà (àêöèè) ïî çàêîíàì áðî-

óíîâñêîãî äâèæåíèÿ, è ñðàâíèë èõ ñ òåêóùèìè öåíàìè.

Â 1965 ã. Ï. Ñàìóýëüñîí áûëî ïðåäëîæåíî äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè öå-

íû àêöèé èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìîå ãåîìåòðè÷åñêîå (ýêîíîìè÷åñêîå) áðî-

óíîâñêîå äâèæåíèå.
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Ãåîìåòðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ïîñëóæèëî îñíîâîé äëÿ ìîäåëè

Áëýêà � Øîóëçà � Ìåðòîíà (1973) è øèðîêî èçâåñòíîé ôîðìóëû Áëýêà �

Øîóëçà.

Ââèäó òîãî, ÷òî ìîäåëü Áëýêà � Øîóëçà íå ó÷èòûâàåò çàòðàòû íà èñ-

ïîëíåíèå è âëèÿíèå ñäåëîê ó÷àñòíèêîâ ðûíêà íà òåêóùèå öåíû, èññëåäîâàòå-

ëÿìè àêòèâíî èçó÷àþòñÿ èçìåíåíèÿ â ìîäåëè, êîòîðûå ìîãóò èõ ó÷èòûâàòü.

Âîçíèêëî äâà ïîäõîäà ó÷åòà âëèÿíèÿ ñäåëîê íà öåíû.

Ïåðâûé ïîäõîä îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïîäõîäîì ¾êðèâîé ïðåäëîæåíèÿ¿

(the ¾supply curve¿ approach). Îí ó÷èòûâàåò âëèÿíèå íà öåíó òîðãóåìîãî àê-

òèâà îïåðàöèé áîëüøîãî îáúåìà èëè íåäîñòàòî÷íîé ëèêâèäíîñòè. Äàííûé

ïîäõîä áûë ðàçðàáîòàí è ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ P. Bank è

D. Baum (2004) , U. �Cetin, R. Jarrow è P. Protter (2004), U. �Cetin è L. C. Rogers

(2007).

Âòîðîé ïîäõîä èçó÷àåò íàáëþäàþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ñèòóàöèè, ñâÿçàí-

íûå ñ âëèÿíèåì äåëüòà-õåäæèðîâàíèÿ (äèíàìè÷åñêîãî õåäæèðîâàíèÿ) íà äè-

íàìèêó áàçîâîãî àêòèâà è âûòåêàþùèì èç ýòîãî ýôôåêòîì îáðàòíîé ñâÿ-

çè íà öåíó îïöèîíà. S. Grossman (1998) íàïèñàë îäíó èç ïåðâûõ ðàáîò ïî

äàííîìó íàïðàâëåíèþ. Òàêæå èçó÷åíèþ ýòîãî ïîäõîäà ïîñâÿùåíû ðàáîòû

E. Platen è M. Schweizer (1998), P. Sch�onbucher è P. Wilmott (2000), R. Sircar

è G. Papanicolaou (1998) .

Â ðàáîòå H. E. Leland (1985) ïðåäëîæèë îäíó èç ïåðâûõ ìîäåëåé, ó÷è-

òûâàþùèõ òðàíçàêöèè ïðè îïðåäåëåíèè öåíû îïöèîíîâ. Ìîäåëü G. Barles è

H. M. Soner (1998), ó÷èòûâàþùàÿ òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè è ôàêòîð íåïðè-

ÿòèÿ ðèñêà õåäæåðîâ, áûëà ïîëó÷åíà ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî

àíàëèçà. Â ðàáîòå J. Cvitani�ñ è I. Karatzas (1996) ïðè ïîìîùè ìàðòèíãàëü-

íîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà ìèíèìàëüíîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî

êàïèòàëà, íåîáõîäèìîãî äëÿ õåäæèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî óñëîâíîãî òðåáî-

âàíèÿ â ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ñ ó÷åòîì ïðîïîðöèîíàëüíûõ òðàí-

çàêöèîííûõ èçäåðæåê.
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Âäîáàâîê íåäàâíî ïîÿâèëñÿ ïîäõîä, ó÷èòûâàþùèé òðàíçàêöèîííûå èç-

äåðæêè è îñíîâàííûé íà ¾òåîðèè îïòèìàëüíîãî èñïîëíåíèÿ¿. Ïðè äàííîì

ïîäõîäå Rogers and Singh, T. M. Li and R. Almgren ðàññìàòðèâàëè çàòðàòû

íà èñïîëíåíèå, íå ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî èñïîëíåííîãî îáúå-

ìà, à âûïóêëûìè äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ëèêâèäíîñòè.

Ïåðå÷èñëåííûå ìîäåëè èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè êàê ÷èñëåííî,

òàê è àíàëèòè÷åñêè. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Áëýêà � Øî-

óëçà ìåòîäàìè ãðóïïîâîãî àíàëèçà ïðîâåäåíî â ðàáîòå Í.Õ. Èáðàãèìîâà è

Ð.Ê. Ãàçèçîâà (1998). Â ðàáîòàõ L.A. Bordag ñ ñîàâòîðàìè , Ì. Ì. Äûøàåâà

è Â. Å. Ôåäîðîâà è äðóãèõ àâòîðîâ èçó÷åíû ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ

íåëèíåéíûõ ìîäåëåé òèïà Áëýêà � Øîóëçà, îñóùåñòâëåí ïîèñê èõ èíâàðè-

àíòíûõ ðåøåíèé è ïîäìîäåëåé.

Â ðàáîòå O. Gu�eant è J. Pu (2015) , ïîñâÿù¼ííîé àíàëèçó öåíîîáðà-

çîâàíèÿ îïöèîíîâ ñ ó÷åòîì òðàíçàêöèîííûõ èçäåðæåê è âëèÿíèÿ îïåðàöèé

íà ðûíîê, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïðîäàæè êîë-îïöèîíà áàíêîì èëè òðåéäåðîì íà

ðûíêå êëèåíòó ñî ñðîêîì ïîãàøåíèÿ T ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ:

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ áåçðèñêîâàÿ ñòàâêà r, ïàðàìåòð àáñîëþòíî-

ãî èçáåãàíèÿ ðèñêà γ è âîëàòèëüíîñòü σ.

2. Ïðîöåññ ðûíî÷íîãî îáúåìà òîðãîâ Vt ñ÷èòàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, íåîò-

ðèöàòåëüíûì è îãðàíè÷åííûì.

3. Òîðãîâëÿ îãðàíè÷åíà ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ó÷àñòèÿ ρm è ñëåäîâàòåëü-

íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû v èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé A,

êîòîðûå èìååò îãðàíè÷åíèå |vt| ≤ ρmVt ïî÷òè âñþäó íà (0, T )× Ω.

4. Êîëè÷åñòâî àêöèé â õåäæèðóåìîì ïîðòôåëå ìîäåëèðóåòñÿ êàê qt = q0 +∫ t
0 vsds.

5. Ïðîöåññ öåíû ìîäåëèðóåòñÿ êàê dSt = µdt+σdWt+kvtdt, ãäå µ� ïðîãíîç

òðåíäà, îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü áàçîâîãî àêòèâà, à k ëèíåéíî ìîäåëèðóåò
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ïîñòîÿííîå âîçäåéñòâèå íà ðûíîê.

6. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàòðàò íà èñïîëíåíèÿ èñïîëüçóþò íåïðåðûâíóþ íåîò-

ðèöàòåëüíóþ ôóíêöèè L : R → R+, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, âîç-

ðàñòàþùåé íà R+, L(0) = 0, ñòðîãî âûïóêëîé è êîýðöèòèâíîé, ò. å.

limρ→+∞
L(ρ)
ρ = +∞.

7. Äëÿ ëþáîãî v ∈ A ñ÷åò X ìåíÿåòñÿ êàê dXt = rXtdt−vtStdt−VtL( vtVt )dt.

8. Ôóíêöèÿ øòðàôà (Penalty function) L(q, q′) ìîäåëèðóåò öåíó ëèêâèäíî-

ñòè ïðè ïåðåõîäå îò ïîðòôåëÿ ñ q àêöèÿìè ê ïîðòôåëþ ñ q′ àêöèÿìè. Åå

âèä â ðàáîòå ñïåöèôèöèðóåòñÿ êàê L(q, q′) = l(|q − q′|) + 1
2k(q − q′)2, ãäå

l � âûïóêëàÿ è âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî

êîíòðîëÿ

sup
v∈A

E [− exp(−γ(XT + qTST − Π(qT , ST )))] ,

ãäå E � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Äëÿ íåå îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ çíà÷åíèÿ

è ñâÿçàííîå ñ çàäà÷åé óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà � ßêîáè � Áåëëìàíà.

Ïðè îòñóòñòâèè ïîñòîÿííîãî âîçäåéñòâèÿ íà ðûíîê k = 0, ïîëó÷åíà

ôóêöèÿ θ(t, S, q), êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò öåíó áåçðàçëè÷èÿ êîë-îïöèîíà, è ïðè

ïîìîùè ââåäåíèÿ ôóíêöèè H(p) = sup
|ρ|≤ρm

[pρ − L(ρ)] âûâåäåíî ñâÿçàííîå ñ θ

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + VtH(θq).

Ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ íà ðûíîê ïðè r = 0, µ = 0 ñâîäèòñÿ ê

ïðåäûäóùåìó ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííîé.

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ

ïðè ðàçëè÷íûõ ñïåöèôèêàöèÿõ ñâîáîäíîãî ýëåìåíòà H. Íà åå îñíîâå äëÿ êîí-

êðåòíûõ ôóíêöèé íàéäåíû èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ è ïîäìîäåëè.
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1. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé

ðàáîòû

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ââåäåíèå, òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü,

ðåøåíèå èç 10 ãëàâ è ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ,

åå èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñ óêàçàíèåì ðàáîò è àâòîðîâ, îñóùåñòâëÿâøèõ èññëå-

äîâàíèå â äàííîé îáëàñòè.

Â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè ñîäåðæèòñÿ ìèíèìóìàëüíûå íåîáõîäèìûå äëÿ

ïîíèìàíèÿ ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðåøåíèÿ îñóùåñòâëåí ïîèñê ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (θq), (1.1)

ãäå θ = θ(t, S, q), F (θq) - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò.

Òåîðåìà 1.0.1. Áàçèñ àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ýâèâà-

ëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ (1.1) îáðàçóþò îïåðàòîðû

X1 = ∂θ − r∂F , X2 = ∂t + rq∂q + rθ∂θ + rF∂F ,

X3 = ∂q + S∂θ, X4 = ∂S + q∂θ, X5 = ert∂θ.

Òàêæå ïîëó÷àåì ñóæåíèå ïðåîáðàçîâàíèé ýâèâàëåíòíîñòè íà ïðîèç-

âîëüíûé ýëåìåíò F è åãî àðãóìåíò θq

F̄ = era2(F − ra1), θ̄q = θq + a4. (1.2)

Âî âòîðîé ãëàâå ðåøåíèÿ íà÷èíàåì ãðóïïîâóþ êëàññèôèêàöèþ è ïðî-

âîäèì ðàçäåëåíèå êðèòåðèÿ èíâàðèàíòíîñòè ïî ïåðåìåííûì θS, θSS, θ, S.

Â òðåòüåé ãëàâå ðåøåíèå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F ′′ 6= 0 îòêóäà ïîëó÷àåì

óñëîâèÿ íà q è ïðîâîäèì ðàçäåëåíèå ïî ïåðåìåííîé q. Äàëåå ðåøåíèåì êëàññè-

ôèöèðóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèòñÿ ñïåöèôèêàöèè ñâîáîäíîãî(ïðîèçâîëüíîãî)



6

ýëåìåíòà F = eνθq è F = θ2q . Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîé F , íå

ýêâèâàëåíòíîé F = eνθq è F = θ2q , è F = eνθq íàéäåíû îñíîâíûå ãðóïïû.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðåøåíèÿ äàåòñÿ ñâåäåíèå óðàâíåíèÿN ′′(t)−2γσ2er(T−t)N(t) =

−r2Kert, âîçíèêøåé ïðè ïîèñêå ãðóïïû äëÿ θ2q , ê íåîäíîðîäíîé ôóíêöèè Áåñ-

ñåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Â ïÿòîé ãëàâå ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ äî êîíöà ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ

èçó÷àåìîãî óðàâíåíèÿ F ′′ 6= 0 è ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 1.0.2. Áàçèñ îñíîâíîé àëãåáðû Ëè äëÿ óðàâíåíèÿ θt = rθ + (µ −
rS)q − µθS − σ2θSS/2 − γσ2er(T−t)(θS − q)2/2 + F (θq), ãäå F -ïðîèçâîëüíàÿ

íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, íå ýêâèâàëåíòíàÿ eνθq è θ2q , îáðàçóþò îïåðàòîðû

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ.

Òåîðåìà 1.0.3. Áàçèñ îñíîâíîé àëãåáðû Ëè äëÿ óðàâíåíèÿ θt = rθ + (µ −
rS)q − µθS − σ2θSS/2− γσ2er(T−t)(θS − q)2/2 + eνθq îáðàçóþò îïåðàòîðû

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ν∂t + r∂S + rνq∂q + (rνθ + rq)∂θ.

Òåîðåìà 1.0.4. Áàçèñ îñíîâíîé àëãåáðû Ëè äëÿ óðàâíåíèÿ θt = rθ + (µ −
rS)q − µθS − σ2θSS/2− γσ2er(T−t)(θS − q)2/2 + θ2q îáðàçóþò îïåðàòîðû

X1 = ert∂θ, X5 = ∂q + S∂θ,

X2 = ϕ1(t)∂S − 2

∫ t

t0

ϕ1(t)dt∂q+

+

(
−
(
µϕ1(t)e

r(t−T )

γσ2

)
+ ϕ1(t)q + S

(
ϕ′1e

r(t−T )

γσ2
− 2

∫ t

t0

ϕ1ds

))
∂θ,

X3 = ϕ2(t)∂S − 2

∫ t

t0

ϕ2(t)dt∂q+

+

(
−
(
µϕ2(t)e

r(t−T )

γσ2

)
+ ϕ2(t)q + S

(
ϕ′2e

r(t−T )

γσ2
− 2

∫ t

t0

ϕ2ds

))
∂θ,

X4 = (Ψ(t) + ert)∂S − 2

∫ t

t0

Ψ(t)dt∂q+

+

(
−
(
µ(Ψ(t) + ert)er(t−T )

γσ2

)
+ Ψ(t)q + S

(
(Ψ′ + rert)er(t−T )

γσ2
− 2

∫ t

t0

Ψds

))
∂θ.
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ãäå ϕ1(t) = I0(
2
r

√
2γσ2erTe−rt/2) ϕ2(t) = K0(

2
r

√
2γσ2erTe−rt/2) ÔÑÐ óðàâ-

íåíèÿ N ′′ − 2γσ2er(T−t)N = 0, à Ψ(t) ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ N ′′ −
2γσ2er(T−t)N = −r2ert è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìåíó îò ìîäèôèöèðîâàííîé

ôóíêöèè Ëîììåëÿ. Åå âûðàæåíèå ÷åðåç ôóíêöèè Ìåéåðà èìååò âèä

−K0(ce
−rt/2)

c2

2
G2,0

1,3

(
−c2e−rt

∣∣∣∣∣ 1

0, 0, 0

)
+ I0(ce

−rt/2)
c2

4
G3,0

1,3

(
c2e−rt

∣∣∣∣∣ 1

0, 0, 0

)
− ert,

ãäå c = 2
r

√
2γσ2erT .

Â øåñòîé ãëàâå ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïîèñê ìàòðèöû êîììóòàòîðîâ äëÿ

ñëó÷àÿ eνθq è íàéäåíû äâóìåðíûå è îäíîìåðíûå îïòèìàëüíûå ñèñòåìû ïî-

äàëãåáð äëÿ íåãî. Äëÿ îïòèìàëüíûõ ïîäàëãåáð íàéäåíû èíâàðèàíòíûå ïîä-

ìîäåëè.

Â ñåäüìîé ãëàâå ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïîèñê ìàòðèöû êîììóòàòîðîâ äëÿ

ñëó÷àÿ θ2q è íàéäåíû îäíîìåðíûå îïòèìàëüíûå ñèñòåìû ïîäàëãåáð äëÿ íåãî.

Äëÿ îïòèìàëüíûõ ïîäàëãåáð íàéäåíû èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè.

Â âîñüìîé ãëàâå ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ðåøåíèå â ñëó÷àå F ′′ = 0 è ñëåäî-

âàòåëüíî ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè F = cθq. Âñå óðàâ-

íåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ãëàâå òðè, èìåþò ïðîèçâîäíûå âèäà ft(t, q)− cfq(t, q) è
ñëåäîâàòåëüíî ïðîâîäèòñÿ çàìåíà âèäà u = t, v = q + ct. Ïðîèçâîäíûå èíîãî

âèäà ñîäåðæèò òîëüêî óðàâíåíèå îòíîñÿùååñÿ ê òîé ÷àñòè îïåðàòîðà, êîòîðàÿ

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ è îíî èçó÷àåòñÿ îòäåëüíî. Ïîëó÷àåòñÿ è

ðåøàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî u.

Â äåâÿòîé ãëàâå ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñâåäåíèÿ íåðåøåííîãî â âîñüìîé

ãëàâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè. È ïîëó÷åíî óòâåð-

æäåíèå

Òåîðåìà 1.0.5. Áàçèñ îñíîâíîé àëãåáðû Ëè äëÿ óðàâíåíèÿ θt = rθ + (µ −
rS)q − µθS − σ2θSS/2− γσ2er(T−t)(θS − q)2/2 + cθq îáðàçóþò îïåðàòîðû

X1 = dert∂θ, (1.3)
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X2 = nγσ2erT t∂S + n(ertS + (γσ2erT (tq − c

r
t− c

r2
)− µtert))∂θ, (1.4)

X3 = b∂S + b(q − c

r
)∂θ, (1.5)

X4 = h∂t − h
c

r
γσ2er(T−t)∂S+ (1.6)

+h(rθ + (c− rq)S + µ
c

r
+ cγσ2er(T−t)(−q

r
+

c

2r2
))∂θ, (1.7)

X5 = w∂q + wS∂θ, (1.8)

X6 = g2t∂t − g2ct∂q + g(S + (µt+ γσ2er(T−t)(−2
c

r
t− c

r2
)))∂S+

+g(2rtθ + µ(tq + t
c

r
) + γσ2er(T−t)(−qt2c

r
+ t

c2

r2
+
c2

r3
− cq

r2
)+

+(−2rtq + q − c

r
)S)∂θ,

(1.9)

X7 = f2γσ2erT t2∂t − f2cγσ2erT t2∂q+

+f(S2γσ2erT t+ (γσ2erT )2e−rt(−2
c

r
t2 − 2

c

r2
t))∂S+

+f((γσ2erT (−2rqt2 + 2tq − 2c

r
t− 2c

r2
)− 2µtert)S + ertS2−

−σ2tert + µ2t2ert + µγσ2erT (t2
2c

r
+

2c

r2
t)+

+(γσ2erT )2e−rt(t2(
c2

r2
− 2cq

r
) + t(

2c2

r3
− 2cq

r2
) +

c2

r4
) + 2rγσ2erT t2θ)∂θ.

(1.10)

ãäå d, n, h, b, w, g, f - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè àðãóìåíòà q + ct. È

X8 = K̃(−t,
√

2

σ
(S − c

r2
γσ2er(T−u) − µt), q + ct)·

·e−µ
c
r2
γer(T−t)+σ2c2

4r3
γ2e2r(T−t)− c

rSγe
r(T−t)

eSγe
r(T−t)q+rt−γer(T−t)θ∂θ

(1.11)

ãäå K̃(ũ, y, v) - ðåøåíèå óðîâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè K̃ũ = K̃yy.

Ãðóïïû äëÿ F = 0 áóäóò

X1 = dert∂θ, (1.12)

X2 = nγσ2erT t∂S + n(ertS + γσ2erT tq − µtert)∂θ, (1.13)

X3 = b∂S + bq∂θ, (1.14)

X4 = h∂t + h(rθ − rqS)∂θ, (1.15)
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X5 = w∂q + wS∂θ, (1.16)

X6 = g2t∂t + g(S + µt)∂S + g(2rtθ + µtq + (−2rtq + q)S)∂θ, (1.17)

X7 = f2γσ2erT t2∂t + fS2γσ2erT t∂S+

+f((γσ2erT (−2rqt2 + 2tq)− 2µtert)S + ertS2 − σ2tert + µ2t2ert+

+2rγσ2erT t2θ)∂θ.

(1.18)

ãäå d, n, h, b, w, g, f - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè àðãóìåíòà q. È

X8 = K̃(−t,
√

2

σ
(S − µt), q)eSγer(T−t)q+rt−γer(T−t)θ∂θ (1.19)

ãäå K̃(ũ, y, v) - ðåøåíèå óðîâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè K̃ũ = K̃yy.

Â äåñÿòîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ïîëó÷åíà çàìåíà ïðèâîäÿùàÿ óðàâíåíèå âèäà

θt = rθ+ (µ− rS)q− µθS − σ2θSS/2− γσ2er(T−t)(θS − q)2/2 + cθq ê óðàâíåíèþ

òåïëîïðîâîäíîñòè. Çàìåíà èìååò ôîðìó

θ = Sq − µ c
r2

+
σ2c2γ

4r3
er(T−t) − c

r
S +

ert

γerT
lnK,

u = −t, v = q + ct,

y =

√
2

σ
(S − c

r2
γσ2er(T−t) − µt).


