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ВВЕДЕНИЕ 

Принцип Ферма, известный уже несколько столетий, гласит, что свет 

распространяется между двумя точками пространства по наименьшему 

оптическому пути. Данным законом объясняются законы преломления и 

отражения. В наше время, с развитием технологии получения градиентных 

профилей показателя преломления данный закон стали рассматривать с другой 

точки зрения. Варьируя показатель преломления в среде определённым образом, 

можно контролировать направление его распространения самым невероятным 

образом.  

Математически получить профили, рассчитанные под конкретную задачу, 

помогает трансформационная оптика. Но наиболее перспективным методом 

оказался подраздел трансформационной оптики, использующий конформные 

отображения. Оказалось, что в отличие от классического подхода 

трансформационной оптики, в котором получаются анизотропные параметры 

среды (диэлектрическая ε и магнитная µ проницаемости), в результате расчётов с 

помощью конформных отображений получается изотропный профиль показателя 

преломления n(x,y). Таким образом, полученные среды более реализуемы и, как 

следствие, развитие конформных отображений в оптике является перспективным 

направлением исследований. 

Целью данной работы является исследование свойств сред, профиль 

показателя преломления которых был получен с помощью различных конформных 

отображений. 

Задачи, решаемые в работе: 

1. Получить аналитическое выражение профиля показателя преломления, 

соответствующего конформным отображениям  

2. Написать программу в программном пакете Matlab, демонстрирующую 

визуально распределение полученного профиля показателя 

преломления 
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3. Получить аналитические зависимости для действительной и мнимой 

части каждого исследуемого конформного отображения и изобразить 

их графически 

4. Провести численный анализ взаимодействия полученного профиля 

показателя преломления с электромагнитным излучением методом 

конечных элементов в программном пакете Comsol Multiphysics, 

получить трассировку лучей и распределение электрического поля 

5. Провести сравнительный анализ графиков полученных аналитических 

выражений для действительной и мнимой части конформных 

отображений и полученной трассировки лучей в программном пакете 

Comsol Multiphysics 

6. Провести анализ взаимодействия источников электромагнитного 

излучения с полученными в работе средами, а также рассмотреть 

влияние расположения источника в среде  

Для реализации поставленных задач использовались следующие методы: 

1. Теория конформных отображений для расчета профиля показателя 

преломления. 

2. Программный пакет Matlab для визуализации полученных профилей 

показателя преломления. 

3. Программный пакет Comsol Multiphysics для моделирования 

распространения электромагнитного излучения с полученными 

профилями показателя преломления методом конечных элементов и 

подтверждения теоретических результатов. 
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ГЛАВА 1 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

 

1.1 Введение 

С давних пор человечество стремилось обрести контроль над 

электромагнитным излучением. Ещё во времена Ньютона для этого люди 

использовали призмы, зеркала, различного рода отверстия. В наше время с 

развитием лазеров, оптических материалов, а также физики и математики, их 

описывающей, появились более интересные варианты, такие как метаматериалы. 

Но одним из самых перспективных способов контроля и манипуляции 

электромагнитным излучением является математический аппарат 

трансформационной оптики (ТО).  

Одним из первых, кто опубликовал работу по теории ТО был советский 

учёный Л. С. Долин. В своей работе [1] он показал, что, основываясь на 

инвариантности уравнений Максвелла, относительно определённого вида 

преобразований метрики пространства и проницаемостей среды, возможно 

исследование трёхмерных систем с анизотропным заполнением через 

сопоставления с другими, более простыми трёхмерными системами. Другими 

словами, рассматривая распространение электромагнитной волны в одном 

пространстве, а затем применив координатные преобразования к данному 

пространству, мы получим в нем уже другое распространение электромагнитной 

волны, но оно также будет являться решением уравнений Максвелла. 

Настоящий ажиотаж вокруг материалов, основанных на теории ТО, 

произошёл в 2006 году после публикации двух статей в журнале Science: J. B. 

Pendry и др. [2] и Ulf Leonhardt [3]. Обе эти работы были посвящены созданию сред, 

способных создавать иллюзию невидимости объекта для наблюдателя, используя 

только координатные преобразования. В дальнейшем данный математический 

аппарат был использован для коллимации излучения [4, 5], для теоретического 

описания волноводов различной формы [6, 7], для уменьшения или увеличения 
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поперечных размеров пучка [8], для создания плоской линзы [9] а также для 

управления направлением излучения [10]. 

Ещё Л. С. Долин [1] указал на сложность параметров среды, необходимой для 

реализации того эффекта, который предполагается при координатном 

преобразовании. Например, анизотропия, неоднородность, наличие нулей и 

полюсов существенно усложняют производство данных сред. Несмотря на это, 

наука всё же смогла реализовать данные среды с помощью метаматериалов, однако 

в основном только для микро- и радиоволнового диапазона частот 

электромагнитного (ЭМ) излучения. К примеру, в обзорной статье [11] приведены 

примеры реализации некоторых сред, основанных на теории ТО.  

Также следует отметить, что данная теория (ТО) используется не только 

применительно к электромагнитному излучению. В «Дорожной карте» 

трансформационной оптики [12] описываются применения данной теории к 

акустике, плазмонике, космологии, термодинамике и даже квантовой механике. 

1.2 Конформные отображения 

И Ulf Leonhardt [3], и J. B. Pendry [2] использовали координатные 

преобразования, чтобы получить необходимые параметры среды, с помощью 

которой можно было бы реализовать эффект невидимости. Но основным отличием 

статьи Ulf Leonhardt [3] от J. B. Pendry [2] было то, что Ulf Leonhardt использовал 

конформные отображения – определённый класс комплекснозначных функций. Их 

особенность заключается в том, что при координатном преобразовании 

сохраняются углы между прямыми. В теории конформных отображений 

используют две комплексные плоскости (или пространства): одну принято 

называть виртуальной w=u+iv, а другую физической z=x+iy. Комплекснозначная 

функция w(z) называется конформным отображением. Координатные 

преобразования происходят соответственно между виртуальным пространством и 

физическим. Таким образом, можно «перенести» в реальность с помощью 

показателя преломления свойства виртуального пространства. В своей работе [3] 
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Ulf Leonhardt показал, что для получения профиля показателя преломления среды, 

основанной на отображении w(z), достаточно продифференцировать эту функцию, 

согласно формуле (1) 

𝑛 = |
ⅆ𝑤

ⅆ𝑧
| 𝑛′ (1)  

где n’ – профиль показателя преломления в виртуальном пространстве. 

1.3 Преобразование Жуковского 

Одним из самых исследуемых и используемых отображений является 

отображение Жуковского вида:  

𝑤(𝑧) = 𝑧 +
𝑎2

𝑧
(2) 

к примеру, в работе [13] авторы, используя данное отображение, описали 

параметры материала, который обладает свойством скрывать объект на 

поверхности, так называемое, ковровое покрытие. Для сравнения, в работе [14] 

авторы получили аналогичный эффект, применяя теорию трансформационной 

оптики, при этом используя куда более громоздкие и сложные вычисления. Таким 

образом, использование конформных отображений упрощает вычисления профиля 

показателя преломления среды. 

Главной особенностью данного преобразования является наличие двух 

римановых листов – параллельных поверхностей, соединённых линией разреза. 

Виртуальное и физическое пространства данного отображения представлены на 

рисунке 1. Красная прямая в виртуальном пространстве пересекает линию разреза, 

обозначенную волнистой линией, и перескакивает на параллельный лист, в то 

время как синяя и зелёная прямые, которые её не касаются, располагаются только 

на одном Римановом листе. Аналогичную ситуацию можно заметить и в 

физическом пространстве на рисунке 1 слева. Так же видно, что весь нижний 

Риманов лист отобразился в физическом пространстве во внутреннюю часть 

окружности, которая в свою очередь и является линией разреза в физическом 
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пространстве. Таким образом, получаются 2 параллельные бесконечные плоскости, 

реализованные с помощью показателя преломления в одной среде. Так же стоит 

отметить тот факт, что в виртуальном пространстве все прямые, параллельные 

зелёной прямой, не будут взаимодействовать с линией разреза. Таким образом, в 

физическом пространстве появляется область, скрытая для излучения, 

распространяющегося вдоль оси ОХ. В данном случае с помощью координатных 

преобразований все параллельные прямые в виртуальном пространстве 

преобразуются в физическом в искривлённые, что будет соответствовать 

искривлённому оптическому пути излучения, согласно принципу Ферма.  

  

Рисунок 1 – Физическое (слева) и виртуальное (справа) пространства 

отображения Жуковского 

Используя аналогию параллельных плоскостей, авторы статьи [15] 

рассматривают линию разреза в качестве «кротовой норы», изменяющейся во 

времени. Излучение, которое коснулось линии разреза, перескакивает на нижний 

Риманов лист и продолжает распространяться до бесконечности уже в нём. 

Аналогичный эффект приписывают теоретическим объектам вселенной 

«Кротовым норам». Таким образом, авторы работы могли исследовать данный 

объект в лабораторных условиях, используя конформные отображения. 

Но чаще всего учёные пытаются реализовать невидимость. Начиная с самой 

первой статьи [3], авторы изменяют профиль показателя преломления нижнего 
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Риманова листа таким образом, чтобы излучение, вернулось в ту же самую точку и 

под таким же углом, под которым оно вошло, чтобы сторонний наблюдатель не 

заметил никаких отклонений. Чаще всего для этих целей используют профиль 

показателя преломления линзы Люнеберга [16], [17]. 

Но аналогично можно поместить что-либо на второй Риманов лист, чтобы 

достичь необходимых результатов. Например, в работе [18] на втором Римановом 

листе авторы разместили зеркала таким образом, что излучение, 

распространяющееся в противоположных направлениях, по-разному 

взаимодействуют со средой. На рисунке 2 представлен пример, когда на втором 

Римановом листе расположили зеркала в форме треугольника. В результате можно 

заметить, что излучение, обозначенное красной стрелкой, и распространяющееся 

вдоль оси OY из +y, проходя через линию разреза - окружность, обозначенную 

жёлтым, отклоняется под определённым углом. В то же время, излучение, 

обозначенное синей стрелкой и распространяющееся навстречу, будет полностью 

отражаться. 

 

Рисунок 2 – Конфигурация конформного отображения Жуковского, при 

которой на нижнем Римановом листе располагаются зеркала (a), трассировка 

лучей и электромагнитного излучения при данном расположении зеркал (b-g) 
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Аналогично в работе [19] был достигнут эффект маскировки для 

определённых частот. Авторы статьи разместили проводники в форме окружности 

на втором Римановом листе. В отличие от работы [18], эффект маскировки будет 

наблюдаться только на определённых частотах. Побочным положительным 

эффектом данных подходов является исключение области, где профиль показателя 

преломления стремится к бесконечности 

 

Рисунок 3 - (а) Профиль показателя преломления оптического устройства с 

конформной иллюзией. (b),(c),(e),(f) Моделирование z-компоненты 

электрического поля. (b) Распределение электрического поля для падающей TE 

поляризованной волны, взаимодействующей с проводником, помещённом в 

среду. (c) Диаграмма электрического поля для плоской волны, падающей на 

проводник в форме очков. (d) Профиль показателя преломления 

модифицированной версии оптического устройства. (e) Распределение 

электрического поля для падающей плоской волны, взаимодействующей с 

модифицированным устройством. Видно, что картина распределения поля 

идентична полю (c), что означает, что наблюдателю будет казаться, что эллипс 

приобрёл форму очков. (f) Картина электрического поля для падающей плоской 

волны, взаимодействующей с проводником в форме эллипса. 

Также данное преобразование использовали для создания иллюзии в статье 

[20]. Используя тот факт, что преобразование Жуковского трансформирует отрезок 
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на действительной оси в виртуальном пространстве в окружность в физическом 

пространстве, авторы поместили эллиптический проводник в среду с 

рассчитанным показателем преломления и получили иллюзию схлопывания 

области вблизи центра эллипса в плоский отрезок. Таким образом, для наблюдателя 

исходный эллипс будет казаться приплюснутым в центре. Данный эффект 

продемонстрирован на рисунке 3. 

1.4 Логарифмическое конформное отображение 

Вторым наиболее часто используемым отображением является некоторая 

модификация отображения Жуковского. В статье [21] был взят обратный профиль 

показателя преломления, получающийся при преобразовании Жуковского. 

Отображение, соответствующее полученному профилю, было найдено 

интегрированием полученной зависимости профиля показателя преломления n(z). 

Полученное отображение было названо логарифмическим. Авторы так же 

построили комплексную плоскость, соответствующую данному отображению, 

приведённую на рисунке 4, а также описали эффекты, которые можно получить в 

данной среде, основываясь на форме комплексной плоскости. К примеру, точечные 

источники, расположенные в определённых точках, будут излучать только в одном 

направлении. Данный пример представлен на рисунке 5. 

 

Рисунок 4 – Физическое (a) и виртуальное (b) пространство 

логарифмического конформного отображения 

 



19 

 

На рисунке 4 видно, что, в отличие от преобразования Жуковского, в данном 

преобразовании присутствуют 2 дополнительных Римановых листа, которые 

соответствуют точкам сингулярности в физическом пространстве. 

 

Рисунок 5 – z-компонента электрического поля. Показатель преломления 

среды рассчитан с помощью логарифмического конформного отображения. (a) 

Точечный источник расположен в координатах (1, 0). (b) Два точечных источника 

расположены в координатах (-1, 0) и (1, 0) с разницей в фазе π/2. 

С данным отображением производят примерно те же манипуляции, что и с 

отображением Жуковского, чтобы получить эффект невидимости. К примеру, в 

статьях [22] и [23] в виртуальном пространстве на втором римановом листе были 

размещены две линзы Люнеберга, которые касаются друг друга и ограничены 

проводником. Показатель преломления среды и распределение z-компоненты поля 

в данной среде показаны на рисунке 6. 

Такая конфигурация позволила в физическом пространстве сделать область, 

скрытую от излучения. Так же в работе [23] был получен диапазон показателя 

преломления от 0 до 9.839, что упрощает реализацию полученного материала. 
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Рисунок 6 – (a) Профиль показателя преломления среды. (b)Картина 

распределения z-компоненты электрического поля. Излучение распространяется 

под углом 45° к координатным осям 

Немного другим подходом воспользовались авторы статей [24] и [25]. Они 

использовали уравнение (1) 𝑛 = |
ⅆ𝑤

ⅆ𝑧
| 𝑛′, в котором заменили показатель 

преломления в виртуальном пространстве, который обычно принимают равным 1, 

на профиль показателя преломления линзы Микаэляна. Такую среду исследователи 

разместили на втором Римановом листе, при этом на первом оставив n’=1.  

 

Рисунок 7 - (а) – (с) Виртуальные и физическое пространства 

логарифмического конформного отображения. (d)-(f) Виртуальные и физическое 

пространства данного отображения при изменённом n’  
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Такая комбинация так же позволила получить профиль показателя 

преломления среды, некоторая область которой скрыта для наблюдателя. Так же 

диапазон профиля показателя преломления среды в статье [24] был уменьшен до 

7.55. 

1.5 Конформное отображение вида 𝒘 = 𝒛𝜶 

Большое количество работ по ТО и конформным отображениям посвящено 

коллимации волнового фронта. К примеру, в статье [26], используя квази-

конформное преобразование, был получен профиль показателя преломления 

линзы. Если точечный источник поместить в центре данной линзы, то на выходе 

получаются два коллимированных пучка. На рисунке 8 показан профиль 

показателя преломления линзы и распределение z-компоненты электрического 

поля источника, расположенного в центре данной линзы. 

 

Рисунок 8 – Профиль показателя преломления линзы (a) – без 

антиотражающего покрытия и с антиотражающим покрытием – (b). (c),(d) 

Распределение поля в линзе и за её пределами, соответственно, без 

антиотражающего покрытия и с ним  
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Можно заметить, что показатель преломления линзы на границе намного 

больше 1, поэтому на рисунке 8 (с) только небольшая часть излучения 

распространяется за пределами линзы, остальное излучение отразилось. Поэтому 

авторы прибегли к помощи антиотражающего покрытия.  

Но можно встретить в том числе статьи, которые вводят в заблуждение. 

Авторы статей [27] и [28] написали, что в среде, профиль показателя преломления 

которой рассчитан с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) =
1

𝑧
, возможна 

коллимация излучения точечного источника. Профиль показателя преломления 

полученной линзы очень близок к 0 (ZIM – zero index material). Соответственно, 

если поместить данную линзу в воздух, то всё излучение будет стремиться к 

нормали, чем и будет объясняться эффект коллимации, полученный в данной 

статье. Таким образом, эффект коллимации был достигнут не с помощью 

конформного отображения, а за счёт разницы показателей преломления линзы и 

воздуха. На рисунке 9 можно заметить, что в картине распределения z-компоненты 

поля практически вся область линзы заполнена однородно, что свидетельствует о 

том, что показатель преломления стремится к 0. 

  

  

Рисунок 9 – Различные конфигурации расположения точечного источника в 

линзе, основанной на конформном отображении 𝑤(𝑧) =
1

𝑧
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Основываясь на том же конформном отображении 𝑤 = 𝑧𝛼, авторы статьи 

[29] аналитически и численно описали положительные и отрицательные 

топологические дефекты. Такое разделение осуществляется за счёт коэффициента 

𝛼. Если 𝛼>1, то такой топологический дефект является отрицательным, а если 𝛼<1, 

то положительным. На рисунке 10 показаны численные расчёты поведения 

излучения в таких топологических дефектах, а также виртуальные пространства 

данных отображений. 

 

Рисунок 10 – (a) - (c) Распределение поля гауссова пучка, трассировка лучей 

и трассировка лучей в виртуальном пространстве при отрицательном 

топологическом дефекте. (d) – (f) Распределение поля гауссова пучка, трассировка 

лучей и трассировка лучей в виртуальном пространстве при положительном 

топологическом дефекте. (g) – (i) Эффект иллюзии при положительном 

топологическом дефекте: распределение поля и трассировка лучей в физическом 

и виртуальном пространствах. Два точечных источника расположены в точках А(-

0.8, 0) и B(0.8, 0), но картина распределения электрического поля соответствует 

одному источнику 
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1.6 Экспериментальная реализация сред 

Как уже упоминалось ранее, использование конформных отображений для 

координатных преобразований не только значительно упрощает расчёт параметров 

среды, но и полученные параметры значительно легче реализовать, так как в таких 

материалах отсутствует анизотропия. Как правило, рассчитанный профиль 

показателя преломления можно получить обычными отверстиями в исходном 

материале с высоким показателем преломления. Такая среда обладает 

эффективным профилем показателя преломления, который зависит от радиуса 

отверстий. Таким образом в работе [30] аналитически была рассчитана 

коллимирующая линза для микроволнового диапазона частот. На рисунке 11 

показана линза, а также численное моделирование z-компоненты электрического 

поля, прошедшего через линзу. 

  

Рисунок 11 – (a) Распределение z-компоненты поля от точечного источника, 

которое прошло через линзу. (b) Вид линзы в разрезе 

 

В работе [31], используя ENZ (epsilon-near-zero) среду, реализовали 

невидимость для микроволнового диапазона частот. Главной особенностью данной 

среды является анизотропия. Полученные параметры среды обеспечивают 

согласование импедансов для произвольного угла падения излучения. Таким 
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образом, такие среды сохраняют свои материальные параметры при произвольном 

координатном преобразовании, тем самым предоставляя платформу для создания 

различных сред, основанных на любом координатном преобразовании. На рисунке 

12 приведена схема экспериментальной установки.  

 

Рисунок 12 – Схема экспериментальной установки. Параметры: p = 6 мм, 

d1= 0.5 мм, d2= 0.5 мм 

 

1.7 Выводы к главе 1 

 

 В данной главе были рассмотрены некоторые, часто используемые в оптике 

и электродинамике, конформные отображения, а также эффекты манипуляции 

электромагнитным излучением с помощью сред, профиль показателя преломления 

которых был рассчитан с их помощью. Чаще всего, учёные ставят целью 

достижение эффекта невидимости. Но также существуют работы и по коллимации 

излучения или созданию иллюзии. Отдельно были рассмотрены работы, в которых 

тем или иным образом авторы экспериментально реализовали градиентный 

профиль показателя преломления и получили рассчитанный теоретически эффект 

в лабораторных условиях.   
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ГЛАВА 2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ПОДХОД КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ В 

ТРАНСФОРМАЦИОННОЙ ОПТИКЕ 

 

2.1 Математический аппарат перехода между двумя пространствами 

 

Трансформационная оптика (ТО) – инструмент для получения аналитических 

выражений диэлектрической и магнитной проницаемости искусственных сред. 

Математическое обоснование этой концепции состоит в том, что уравнения 

Максвелла электромагнитного поля инвариантны относительно координатных 

преобразований. 

Основная идея заключается в следующем: записать уравнения Максвелла в 

свободном пространстве в координатах, отличных от Декартовой системы 

координат, но затем интерпретировать их так, словно они записаны в Декартовой 

системе с изменёнными параметрами среды. Чтобы лучше это понять, необходимо 

представить две различные координатные системы, которые будут введены в двух 

различных пространствах. Первое пространство, которое называется виртуальным, 

является пустым пространством, поэтому в нём решаются уравнения Максвелла в 

прямоугольной Декартовой системе координат. Для примера рассмотрим 

двумерное виртуальное пространство с координатами 𝑤 = 𝑈 + ⅈ𝑉, в котором 

рассмотрим прямые 𝑈 = 𝐶1 и 𝑉 = 𝐶2, параллельные координатным осям, где С1 и 

С2 – константы. Варьируя константы 𝐶1 и 𝐶2, можно построить прямоугольную 

сетку, показанную на рисунке 13 (а). Полученную сетку называют изотермической. 

Затем мы вводим координатное преобразование, которое переводит 

прямоугольную ячейку сетки (U,V) в криволинейный четырёхугольник (X,Y) с 

сохранением углов между прямыми. Полученное пространство называют 

физическим, и в нём прямые 𝑈 = 𝐶1 и 𝑉 = 𝐶2 имеют вид функций U(𝑥, 𝑦) = 𝐶1 и 

𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝐶2, определяемых введённым преобразованием. Физическое 

пространство продемонстрировано на рисунке 13 (б).   
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Рисунок 13 – Виртуальное пространство (а) и физическое пространство после 

применения координатного преобразования (б) 

На рисунке 14 [37] наглядно проиллюстрирована данная идея в контексте 

оптической среды. На рисунке 14 (а) изображено виртуальное пространство, на 

рисунке 14 (б) – физическое пространство. Красная стрелочка показывает 

направление излучения. В виртуальном пространстве излучение распространяется 

вдоль прямой, потому что данное пространство является пустым. В физическом же 

пространстве излучение распространяется вдоль кривой траектории, так как под 

действием координатного преобразования изменилась сетка виртуального 

пространства. Более светлый свет фона на рисунке 14 (б) обозначает более высокий 

показатель преломления по сравнению с более тёмным участком. Таким образом, 

с помощью координатного преобразования и градиентного профиля показателя 

преломления получили устройство, способное повернуть излучение на 90°, 

показанное на рисунке 14 (в). Чтобы объяснить, как плоский волновой фронт на 

входе остался плоским на выходе, стоит обратиться к принципу Ферма, который 

гласит, что расстояние между двумя точками свет проходит по наименьшему 

оптическому пути. Соответственно, излучение, которое распространяется ближе к 

началу координат (рисунок 14 (в)), проходит меньший геометрический путь, по 

сравнению с тем, что распространяется дальше от начала координат, но так как 

показатель преломления также становится меньше при отдалении от начала 
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координат, то оптический путь всех точек волнового фронта оказывается равным. 

Таким образом, с помощью определённого градиентного профиля показателя 

преломления можно реализовать искривлённое пространство для излучения, в 

котором оно будет распространяться по различным траекториям.  

 

Рисунок 14 – (а) Виртуальное пространство, (б) физическое пространство, 

заполненное градиентным показателем преломления (чем светлее – тем выше 

показатель преломления), (в) распределение поля в устройстве, поворачивающем 

излучение на 90° и основанном на координатных преобразованиях 

Рассмотрим произвольное координатное преобразование между физическим 

пространством с координатами 𝑥ⅈ = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} и виртуальным с координатами 

𝑥ⅈ′ = {𝑥1′
, 𝑥2′

, 𝑥3′
}. Такое преобразование будет иметь функциональную 

зависимость 𝑥ⅈ = 𝑓(𝑥ⅈ′). Тогда материальные параметры 𝜇  и 𝜀 в физическом 

пространстве будут вычисляться по формулам:  

𝜇 =
𝐴𝐴𝑇𝜇′

|𝑑𝑒𝑡 𝐴|
, 𝜀  =

𝐴𝐴𝑇𝜀′

|𝑑𝑒𝑡 𝐴|
(3) 

где 𝐴 = 𝐴ⅈ′ 
ⅈ = 

ⅆ𝑥𝑖

ⅆ𝑥𝑖′
 - матрица перехода из виртуального пространства в физическое.  
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2.2 Конформные отображения 
 

Конформные отображения используются в математической физике для 

упрощения решения задач на плоскости, например, для решения задач 

гидродинамики, электростатики, теории упругости. [32.]. 

Конформное отображение 𝑤 = 𝑓(𝑧) – это такое отображение, которое 

удовлетворяет условию Коши-Римана и локально сохраняет углы между двумя 

произвольными прямыми. Также конформные отображения не зависят от 

комплексно-сопряжённого числа 𝑧∗, то есть являются функциями только 

переменной 𝑧. Далее по аналогии с описанным выше, мы будем упоминать два 

пространства: виртуальное, пространственные координаты которого описываются 

изменением комплексной величины 𝑤 = 𝑢 + ⅈ𝑣, и физическое с 

пространственными координатами вида 𝑧 = 𝑥 + ⅈ𝑦. В таком случае матрица 

перехода из виртуального пр-ва…перехода, имеет вид: 

𝐴 =  

[
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
0 

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
0 

0 0 1]
 
 
 
 

(4) 

Так как конформные отображения удовлетворяет условию Коши-Римана, 

которое можно записать в виде: 
𝜕𝑥

𝜕𝑢
=

𝜕𝑦

𝜕𝑣
  и  

𝜕𝑥

𝜕𝑣
= −

𝜕𝑦

𝜕𝑢
 , то в таком случае получаем:  

𝐴 ∙ 𝐴𝑇 =

[
 
 
 
 

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
 

−
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢
 

  1]
 
 
 
 

 ∙  

[
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝑢
−

𝜕𝑥

𝜕𝑣
 

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢
 

  1]
 
 
 
 

=

=  

[
 
 
 
 (

𝜕𝑥

𝜕𝑢
)
2

+ (
𝜕𝑥

𝜕𝑣
)
2

−
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢
 

−
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
(
𝜕𝑥

𝜕𝑢
)
2

+ (
𝜕𝑥

𝜕𝑣
)
2

 

  1]
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|𝑑𝑒𝑡 𝐴| =  (
𝜕𝑥

𝜕𝑢
)
2

+ (
𝜕𝑥

𝜕𝑣
)
2

 

 Используя диэлектрическую и магнитную проницаемости, записанные в 

виде:  

𝜇 =  [
1   
 1  
  1

]   и   𝜀 =  [

𝑛𝑤
2   

 𝑛𝑤
2  

  𝑛𝑤
2

] 

получаем окончательное соотношение для них в физическом пространстве: 

𝜇′ = [

1   
 1  

  
1

|𝑑𝑒𝑡 𝐴|

] и 𝜀′ = 

[
 
 
 
 
𝑛𝑤

2   

 𝑛𝑤
2  

  
𝑛𝑤

2

|𝑑𝑒𝑡 𝐴|]
 
 
 
 

(5) 

 Для диэлектрической среды с градиентно меняющимся показателем 

преломления 𝑛𝑧(𝑥, 𝑦) в плоскости XY и однородной в перпендикулярном 

направлении (в направлении z) (выше рассматриваемой области) амплитуда поля 

электромагнитной волны ψ будет описываться уравнением Гельмгольца [33]: 

(𝜕𝑥
2 + 𝜕𝑦

2 + 𝑛𝑧
2𝑘2)𝜓 = 0 (6) 

Так как 𝜕𝑥 = 𝜕𝑧 + 𝜕𝑧
∗
 и 𝜕𝑦 = ⅈ𝜕𝑧 − ⅈ𝜕𝑧

∗ , то 𝜕𝑥
2 + 𝜕𝑦

2 =  4𝜕𝑧
∗𝜕𝑧. Таким образом, 

уравнение Гельмгольца принимает вид:  

(4𝜕𝑧
∗𝜕𝑧 + 𝑛𝑧

2𝑘2)𝜓 = 0 (7) 

где k – волновой вектор.  

Далее распишем уравнение Гельмгольца в преобразованных координатах. 

Так как конформные отображения не зависят от комплексно-спряжённого числа, 

следовательно, по правилам дифференцирования: 𝜕𝑧 =
ⅆ𝑤

ⅆ𝑧
𝜕𝑤, а 𝜕𝑧

∗ =
ⅆ𝑤∗

ⅆ𝑧∗
𝜕𝑤

∗ , то под 

действием конформного отображения 𝑤 = 𝑓(𝑧) уравнение Гельмгольца принимает 

вид  
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(4𝜕𝑤
∗ 𝜕𝑤 + 𝑛𝑤

2 𝑘2)𝜓 = 0 (8) 

где показатель преломления 𝑛𝑧
  заменён на  

𝑛𝑤 = |
𝑑𝑧

𝑑𝑤
| 𝑛𝑧 (9) 

 Из данного уравнения можно получить зависимость, профиля показателя 

преломления в физическом пространстве от показателя преломления в 

виртуальном пространстве и от рассматриваемого конформного отображения: 

𝑛𝑧 = 𝑛𝑤 |
𝑑𝑤

𝑑𝑧
| (10) 

Если виртуальное пространство является пустым пространством, в котором 

излучение распространяется прямолинейно, то в таком случае 𝑛𝑤 = 1. Также 

нетрудно убедиться в том, что  |
ⅆ𝑤

ⅆ𝑧
| =  √

1

|ⅆ𝑒𝑡 𝐴|
. 

 Стоит также отметить, что согласно формуле (10) мы можем увидеть, 

существуют ли особые точки в профиле показателя преломления. Если 

производная в какой-либо точке обращается в 0, либо в бесконечность, то, 

соответственно, в профиле в данных точках показатель преломления стремиться к 

0, либо к бесконечности. 

 Также можно заметить, что принцип Ферма сохраняется как в физическом, 

так и в виртуальном пространствах, но с видоизменённым профилем показателя 

преломления:  

𝑑𝑙2 = 𝑛2(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2) = 𝑛2𝑑𝑧 𝑑𝑧∗ = 𝑛′2𝑑𝑤 𝑑𝑤∗ (11) 

 Таким образом, с помощью конформного отображения 𝑤 = 𝑓(𝑧) и формулы 

(10) можно получить профиль показателя преломления, соответствующий данному 

отображению. Каждому конформному отображению соответствует свой профиль 

показателя преломления, который можно подбирать, исходя из поставленных 

физических задач. 
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2.3 Выводы к главе 2 

 В данной главе была описана концепция виртуального и физического 

пространства. Также был математически описан переход между данными 

пространствами. Получено соотношение, связывающее конформное отображение 

и показатель преломления в виртуальном пространстве с показателем преломления 

в физическом пространстве. Были доказаны и выведены математические формулы 

для получения профиля показателя преломления в физическом пространстве и 

концепции (переход между пространствами), которые далее будут использоваться 

без доказательств.  
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ГЛАВА 3. АНАЛИЗ РАССМАТРИВАЕМЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ И 

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

 

3.1 Введение 

Так как авторы статей, посвящённых применению конформных отображений 

в оптике и электродинамике, как правило, используют отображения, для которых 

хорошо известны Римановы листы [21, 35, 15], либо используют их комбинации 

[23, 24, 25], для теоретического обоснования получаемых эффектов они 

обращаются к ним. Лишь в двух статьях исследователи прибегают к выделению 

действительной и мнимой части отображений для теоретического описания и 

анализа изучаемого эффекта. 

 К примеру, в статье [27] авторы попытались описать полученный эффект с 

помощью выделения действительной и мнимой части указанного отображения.  

Как уже было сказано в главе 1, эффект коллимации излучения, полученный в 

данной статье, нельзя объяснить с помощью преобразования координатной сетки, 

состоящей из двух ортогональных семейств касающихся окружностей из 

физического пространства в координатную сетку из двух ортогональных семейств 

параллельных прямых в виртуальном пространстве. Данная зависимость 

изображена на рисунке 15. В этом случае, как было показано в главе 2, происходит 

переход, обратный описываемому в данной статье (из виртуального пространства 

в физическое). 
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Рисунок 15 – Физическое (а) и виртуальное (б) пространства конформного 

отображения 𝑤 = 1 ∕ 𝑧 в статье [27] 

 

 Но всё же, как будет показано далее, подход к теоретическому описанию 

эффектов через выделение действительной и мнимой части конформного 

отображения, имеет место быть и более того является максимально удобным и 

универсальным.  

В другой работе [34] авторы использовали подобный подход к 

теоретическому описанию многофункциональной линзы. Единственное отличие от 

использованных ранее методов заключается в том, что полученные зависимости 

описывали преобразование всей плоскости w (виртуальное пространство) в 

плоскость z (физическое пространство). Как будет показано далее, используя это 

же самое конформное отображение 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧, можно получить абсолютно 

иного рода профиль показателя преломления и, соответственно, другие эффекты. 

Преобразование виртуального пространства в физическое показано на рисунке 16. 
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Рисунок 16 – Виртуальное пространство (a) и физическое пространство (b) 

исследуемого в статье [34] конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧 

 

  На рисунке 16 (b) видны точки, соответствующие точкам пересечения 

прямых и оси OX. Таким образом, можно сделать вывод, что источник, 

помещённый в различные точки на оси OX в физическом пространстве, будет 

излучать по-разному. Данный эффект и был получен авторами статьи. 

Таким образом, подход к теоретическому описанию получаемых эффектов 

через выделение действительной и мнимой части рассматриваемого отображения 

используется крайне редко в статьях, посвященных данной тематике. Целью 

данной главы является получение общих тенденций и закономерностей, которые 

не были получены в научных публикациях ранее. 

 

3.2 Конформное отображение Жуковского 

Рассмотрим конформное отображение Жуковского с точки зрения 

теоретического описания получаемых с его помощью эффектов. В общем случае 

данное отображение имеет вид:  

𝑤(𝑧) = 𝑧 +
𝑎2

𝑧
(12) 
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где параметр a2 задаёт размер линии разреза, описываемой в главе 1. 

Выделяем действительную и мнимую часть: 

𝑧 +
𝑎2

𝑧
= 𝑥 + ⅈ𝑦 +

𝑎2

𝑥+ⅈ𝑦
=

(𝑥2+𝑦2)(𝑥+ⅈ𝑦)+𝑎2(𝑥−ⅈ𝑦)

𝑥2+𝑦2
=

(𝑥2+𝑦2)𝑥+(𝑥2+𝑦2)ⅈ𝑦+𝑎2(𝑥−ⅈ𝑦)

𝑥2+𝑦2
  

𝑅𝑒(𝑤) =
𝑥(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎2)

𝑥2 + 𝑦2
(13) 

𝐼𝑚(𝑤) =
𝑦(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2)

𝑥2 + 𝑦2
(14) 

Логика состоит в следующем: так как рассматривается только пустое 

виртуальное пространство с Декартовой сеткой, то излучение в этом пространстве, 

распространяясь вдоль одной из координатных осей, будет идти вдоль 

параллельных прямых, образующих координатную сетку. Чтобы построить 

данную сетку (рисунок 16(a), рисунок 15(б)), необходимо приравнять 

действительную и мнимую часть отображения двум различным константам (𝑤 =

𝑢 + ⅈ𝑣: u = const1, v = const2). Конформное отображение преобразует Декартовую 

прямоугольную сетку виртуального пространства в новую искривленную сетку в 

физическом пространстве. Соответственно излучение в полученной среде будет 

распространяться вдоль кривых, образующих новую сетку. Поэтому аналогичным 

образом выделяя действительную и мнимую часть конформного отображения и 

приравнивая их различным константам, можно получить кривые, вдоль которых 

будет распространяться излучение в среде, полученной с помощью данного 

отображения. 

Таким образом, приравнивая полученные зависимости (13) и (14) для 

действительной и мнимой части константам 𝑅𝑒(𝑤) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1, 𝐼𝑚(𝑤) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2 и 

варьируя их, были получены прямые, соответствующие преобразованной 

декартовой сетке виртуального пространства. Параметр a был взят равным 1. 

Данные кривые показаны на рисунке 17. 
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Рисунок 17 – Прямые, соответствующие зависимостям действительной (а) и 

мнимой (б) части, приравненной к различным константам. 

 

Можем заметить, что характер распространения кривых вдоль 

действительной оси OX и мнимой оси OY различен. Прямые, соответствующие 

изменению значений 𝑅𝑒(𝑤) от -2 до 2, стремятся к началу координат. В то же время 

прямые, распространяющиеся из бесконечности, соответствующие изменению 

значений  𝐼𝑚(𝑤) от -2 до 2 огибают единичную окружность. Также видно, что чем 

дальше прямая проходит от единичной окружности, тем более она параллельна 

одной из координатных осей, не зависимо от того, вдоль какой оси расположена 

данная прямая. 
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Эту особенность можно объяснить, исходя из Римановых листов, 

соответствующих рассматриваемому преобразованию Жуковского. Виртуальное и 

физическое пространства проиллюстрированы на рисунке 18. 

 

Рисунок 18 – Виртуальное пространство (a) и физическое пространство (b) 

конформного отображения Жуковского. Римановы листы в виртуальном 

пространстве являются плоски и неизогнутыми, такое их изображение помогает 

лучше их визуализировать 

 

 Видно, что в виртуальном пространстве существуют два Римановых листа, 

соединённых линией разреза, показанной на рисунке 18 красной линией. Наличие 

именно двух Римановых листов и линии разреза между ними можно объяснить 

через обратное преобразование Жуковского, которое получается из исходного, 

выделяя зависимость z(w):  

𝑧 =
1

2
(𝑤 ± √𝑤2 − 4𝑎2) (15) 

Наличие знака ± указывает на наличие двух Римановых листов. Также можно 

заметить, что в точках 𝑤 = ±2𝑎  значение корня равно 0, и поэтому данные точки 

будут принадлежать одновременно двум Римановым листам. Эти точки 

называются точками ветвления, а линия, соединяющая их, – линией разреза. 
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Нетрудно убедиться, подставляя различные значения 𝑤, что линия разреза в 

физическом пространстве становится окружностью радиуса a.  

Как показано на рисунке 18 (а) синей линией, прямые, пересекающие линию 

разреза, распространяются далее на параллельном Римановом листе до 

бесконечности, то есть не возвращаются обратно на тот лист, в котором они начали 

распространение. И наоборот, любая прямая, которая не пересекает линию разреза 

(зелёная линия на рисунке 18) распространяется только на одном Римановом листе 

до бесконечности. Особое внимание стоит обратить на прямые, параллельные 

линии разреза. Любая такая прямая будет распространяться только на одном листе. 

Как показано на рисунке 18 (b), нижний Риманов лист в физическом 

пространстве становится внутренней частью окружности радиуса а, а верхний лист 

– внешней частью окружности.  

Таким образом, как показано на рисунках 18 (b) и 17 (а), прямые, 

соответствующие константам 𝑅𝑒(𝑤) из отрезка ±2𝑎 стремятся к началу координат, 

но не пересекают ось OX, что соответствует пересечению синей линией на рисунке 

18 (а) линии разреза. И наоборот, как показано на рисунках 18 (b) и 17 (б), все 

прямые, параллельные оси OX огибают единичную окружность радиуса а, так как 

линия разреза в физическом пространстве является окружностью радиуса а. 

Чтобы рассчитать профиль показателя преломления, соответствующий 

данному преобразованию, как было описано в главе 2, необходимо взять 

производную функции, согласно формуле [3] 

𝑛𝑧 = |
𝑑𝑤

𝑑𝑧
| 𝑛 

𝑤 (16) 

Где  𝑛𝑧 и 𝑛 
𝑤 показатели преломления в физическом и виртуальном 

пространствах, соответственно.  

Соответственно, для отображения Жуковского профиль показателя 

преломления будет выглядеть следующим образом:  
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𝑛(𝑥, 𝑦) = 1 −
𝑎2

𝑧2
(17) 

Данный профиль представлен на рисунке 19.  

 

 

Рисунок 19 – Профиль показателя преломления, соответствующий 

конформному отображению Жуковского 

 

 На рисунке 19 окружность с центром в начале координат соответствует 

линии разреза в виртуальном пространстве. Так как параметр a был выбран равным 

единице, окружность является единичной. В профиле показателя преломления, 

полученном с помощью конформного отображения Жуковского, видно, что 

достаточно близко от единичной окружности показатель преломления становится 

равным 1, отмеченным на рисунке зеленоватым, то есть воздуху. Также можно 

заметить 3 особенные области. В двух из них показатель преломления стремится к 

0 (в точках x = +1 и x = -1). Данные точки и являются точками ветвления. В области 

внутри окружности, отмеченной жёлтым цветом, показатель преломления выше 2 

и стремится к бесконечности в начале координат. 
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С помощью метода конечных элементов в программном пакете Comsol 

Multiphysics было смоделировано взаимодействие электромагнитного излучения с 

полученным профилем показателя преломления, а также для наглядности была 

получена трассировка лучей. 

 

 

Рисунок 20 – Трассировка лучей (а,в) и распределение поля (б,г) в среде, 

профиль показателя преломления которой получен с помощью конформного 

отображения Жуковского. Красная стрелка показывает направление 

распространения излучения 

 

 По полученной картине трассировки лучей можно сделать вывод, что 

излучение ведёт себя в данной среде согласно аналитическим расчётам: при 

направлении излучения вдоль действительной оси координат оно огибает область 

единичной окружности, не взаимодействуя с ней, а затем волновой фронт 
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полностью восстанавливается до исходного. При распространении излучения 

вдоль мнимой оси координат часть лучей стремится к началу координат, но 

никогда его не достигнет, так как показатель преломления в данной точке 

стремится к бесконечности.  

Таким образом, кривые на рисунке 17, полностью описывают характер 

распространения излучения. При этом стоит учитывать, что излучение 

распространялось из бесконечности (рисунок 20).  

 

3.3 Конформное отображение 𝒘(𝒛) =
𝟏

𝒛
  

Теперь рассмотрим конформное отображение 𝑤(𝑧) =
1

𝑧
.  

Проанализируем данное отображение по тому же принципу, что был 

применён к отображению Жуковского. Выделяем действительную и мнимую 

часть: 

1

𝑧
=

1

𝑥 + ⅈ𝑦
=

𝑥 − ⅈ𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

Re(𝑤) =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
(18) 

𝐼𝑚(𝑤) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
(19) 

Приравнивая полученные зависимости константам 𝑅𝑒(𝑤) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1, 

𝐼𝑚(𝑤) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2 и варьируя их, были получены окружности, показанные на 

рисунке 21.  



43 

 

 

Рисунок 21 – Зависимость действительной части конформного отображения 

𝑤(𝑧) =
1

𝑧
. Для мнимой оси будет аналогичная зависимость 

 

  Профиль показателя преломления, соответствующий данному отображению, 

будет иметь вид:  

𝑛(𝑥, 𝑦) =
1

𝑧2
(20) 

Данный профиль показателя преломления показан на рисунке 22. 
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Рисунок 22 – Профиль показателя преломления, рассчитанный с помощью 

конформного отображения 𝑤(𝑧) =
1

𝑧
 

 

Видно, что показатель преломления стремится к бесконечности в точке 

начала координат и к 0 на бесконечном удалении от неё. 

Чтобы продемонстрировать взаимодействие излучения со средой, профиль 

показателя преломления которой был получен с помощью данного конформного 

отображения, в программном пакете Comsol Multiphysics методом конечных 

элементов была получена трассировка лучей, показанная на рисунке 23: 
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Рисунок 23 – Трассировка лучей в среде, профиль показателя преломления 

которой рассчитан с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) =
1

𝑧
. Источник 

лучей в данном случае расположен на бесконечном удалении от начала координат 

параллельно оси OX. Красной стрелкой показано направление распространения 

излучения 

 

 Как видно по трассировке лучей, излучение, распространяющееся из 

бесконечности вдоль мнимой (или действительной) оси координат стремится к 

началу координат, что можно было предположить, исходя из профиля показателя 

преломления на рисунке 23. Теперь рассмотрим характер распространения лучей в 

случае, когда источник расположен на действительной оси координат. Трассировка 

лучей при данном расположении источника показана на рисунке 24. 
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Рисунок 24 – Трассировка лучей в среде, профиль показателя преломления 

которой рассчитан с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) =
1

𝑧
. Источник 

лучей расположен вдоль действительной оси координат. Красной стрелкой 

показано направление распространения излучения 

 

  Видно, что при данном расположении источника трассировка лучей 

повторяет аналитически полученные зависимости, показанные на рисунке 21. 

Таким образом, в случае, когда источник лучей расположен на бесконечном 

отдалении от оси OX, лучи стремятся к началу координат, так как там показатель 

преломления стремится к бесконечности (рисунок 22). И в случае, когда источник 

расположен на оси координат, лучи распространяются в среде строго по тем же 

траекториям, полученным аналитически и показанным на рисунке 21. 

  

3.4 Конформное отображение 𝒘(𝒛) = 𝒛𝟐  

Аналогично проделанной выше операции, выделяем действительную и 

мнимую части рассматриваемого конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑧2:  

𝑧2 = (𝑥 + ⅈ𝑦)2 = 𝑥2 + 2ⅈ𝑥𝑦 − 𝑦2 
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Re(𝑤) = 𝑥2 − 𝑦2  (21) 

𝐼𝑚(𝑤) = 2𝑥𝑦 (22) 

Полученные кривые показаны на рисунке 25. 

 

Рисунок 25 – Зависимость мнимой части (слева) и действительной части 

(справа) конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑧2 

 

  Исходя из полученных аналитически кривых, можно сделать вывод, что в 

среде, профиль показателя преломления которой рассчитан с помощью данного 

отображения, излучение, направленное вдоль координатной оси, 

распространяющееся из бесконечности, будет изменять своё направление на 90° 

при приближении к началу координат. Аналогичные выводы можно сделать, глядя 

на профиль показателя преломления, 𝑛(𝑥, 𝑦) = 2𝑧, соответствующий данному 

отображению, показанный на рисунке 26: 
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Рисунок 26 – Профиль показателя преломления, соответствующий 

конформному отображению 𝑤(𝑧) = 𝑧2 

 

По полученному профилю показателя преломления можно увидеть, что 

показатель преломления стремится к 0 в начале координат и к бесконечности на 

бесконечном отдалении от него.  

С помощью метода конечных элементов в программном пакете Comsol 

Multiphysics было смоделировано взаимодействие электромагнитного излучения со 

средой, заданной полученным профилем показателя преломления, а также 

продемонстрирована трассировка лучей. Данные зависимости показаны на 

рисунках 28 и 27, соответственно. 
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Рисунок 27 – Трассировка лучей в среде, профиль показателя преломления 

которой рассчитан с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑧2 в случае, 

когда источник расположен на действительной оси координат (а), а также на 

расстоянии неё (б). Красной стрелкой показано направление распространения 

излучения 

 

Когда источник расположен на действительной оси, излучение 

распространяется, согласно аналитической зависимости, проиллюстрированной на 

рисунке 25. В свою очередь, когда излучение распространяется параллельно 

мнимой оси из бесконечности к началу координат, часть излучения (вблизи оси OY) 

изменяет своё направление на 90° и далее распространяется вдоль действительной 

оси. Остальная часть излучения (удалённая от оси OY) всё же пересекает 

действительную ось, что противоречит аналитической зависимости. Распределение 

поля при расположении источника, показанном на рисунке 27 (б), 

продемонстрировано на рисунке 28. 
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Рисунок 28 – Распределение поля в среде, профиль показателя преломления 

которой рассчитан с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑧2 

 

  На рисунке 28 также можно заметить, что часть излучения пересекает 

действительную ось координат. Данный эффект можно объяснить, вспомнив, что 

конформные отображения сохраняют углы между двумя прямыми. Если 

представить луч от источника в качестве одной такой прямой, а кривую, 

соответствующую зависимости действительной или мнимой части конформного 

отображения, как вторую кривую в данной формулировке правила, то луч будет 

распространяться в среде, сохраняя начальный угол, заданный между источником 

и кривой. В случае конформного отображения 𝑤(𝑧) =
1

𝑧
, когда источник 

расположен вдоль действительной оси, лучи распространяются вдоль 

аналитически полученных кривых (рисунок 24), так как источник расположен 

перпендикулярно к данным кривым. Если же рассмотреть случай, когда источник 

находится на бесконечном отдалении от действительной оси, показанном на 

рисунке 23, можно заметить, что окружности пересекают источник под 

определённым углом, и этот же угол остаётся неизменным воль распространения 

излучения. Данная зависимость также наблюдается в случае, когда источник 

расположен на расстоянии от действительной оси в среде, профиль показателя 
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преломления которой рассчитан с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑧2. 

Можно заметить, что чем дальше источник расположен от начала координат 

(рисунок 25) тем под большим углом он пересекает кривые, соответствующие 

зависимости мнимой части конформного отображения. Соответственно, 

излучение, сохраняя начальный угол между кривой и источником, пересекает ось 

OX под тем же углом.  

Таким образом, для аналитического предсказания поведения излучения 

необходимо знать начальное расположение источника и угол, который он образует 

с траекториями (рисунки 25 и 21), соответствующими действительной или мнимой 

части конформного отображения. При этом источник может быть произвольной 

формы и находиться в произвольном месте координатной плоскости. Также стоит 

отметить, что нет необходимости знать одновременно действительную и мнимую 

часть конформного отображения, так как они по определению всегда находятся под 

углом 90° друг к другу. 

  

3.5 Конформное отображение 𝒘(𝒛) = 𝒔𝒊𝒏 𝒛 

Далее рассмотрим конформные отображения, которые практически не 

используются в научных статьях по трансформационной оптике. Для начала 

рассмотрим конформное отображение 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧. Как было описано во 

вступлении, оно было использовано в статье [34]. Проанализируем данное 

отображение по схеме, использованной выше. Для начала выделим 

действительную и мнимую часть используемого отображения: 

𝑅𝑒(𝑤) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑥 𝑐ℎ 𝑦 (23) 

𝐼𝑚(𝑤) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠ℎ 𝑦 (24) 

Зависимость действительной части конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧 

представлена на рисунке 29. 
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Рисунок 29 – Зависимость действительной части конформного отображения 

𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧 

 

Профиль показателя преломления, соответствующий данному отображению, 

будет выглядеть следующим образом:  

𝑛(𝑥, 𝑦) = cos 𝑧 (25) 

Данный профиль представлен на рисунке 30. 

 

Рисунок 30 – Профиль показателя преломления, полученный с помощью 

конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧 



53 

 

Видно, что полученный профиль показателя преломления является 

периодическим: значения по действительной оси принимают значения от 0 до 1 в 

точках, соответствующих действительным значениям косинуса. На бесконечном 

же расстоянии от действительной оси координат показатель преломления 

стремится к бесконечности.  

Исходя из полученных аналитически кривых, можно сделать вывод, что при 

расположении источника на действительной оси излучение будет сжиматься в 

поперечном сечении во много раз по сравнению с исходным сечением пучка. 

Данный эффект был подтверждён с помощью трассировки лучей в программном 

пакете Comsol Multiphysics и продемонстрирован на рисунке 31. 

 

Рисунок 31 – Трассировка лучей в среде, профиль показателя преломления 

которой был получен с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧. 

Красной стрелкой показано направление распространения излучения 

 

Если же источник будет расположен параллельно действительной оси, но не 

лежать на ней, то излучение будет фокусироваться в определённых точках на 

действительной оси, а затем восстанавливать волновой фронт до исходного. 

Данный эффект продемонстрирован на рисунке 32 [36]. 
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Рисунок 32 – Трассировка лучей в среде, профиль показателя преломления 

которой был получен с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧, в 

случае расположения источника на расстоянии от действительной оси 

 

Так как показатель преломления в точке схождения лучей близок к 1, 

возможно заменить полуплоскость профиля показателя преломления воздухом без 

потерь на отражения. 

В первом случае, показанном на рисунке 33, источник излучения, как и в 

случае на рисунке 32, расположен на расстоянии от действительной оси.  
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Рисунок 33 – Картина распределения поля в среде, профиль показателя 

преломления которой рассчитан с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) =

𝑠ⅈ𝑛 𝑧 в случае, когда верхняя полуплоскость заменена воздухом. Красная стрелка 

показывает направление излучения 

 

 Видно, что волновой фронт плоского источника, расположенного в среде, на 

выходе из среды становится сферическим. Также можно получить обратную 

зависимость: преобразовать сферический волновой фронт точечного источника, 

расположенного в непосредственной близости от среды, в плоский. Для этого 

также необходимо в рассматриваемой среде полуплоскость заменить воздухом. 

Распределение поля точечного источника в данном случае показано на рисунке 34. 
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Рисунок 34 – Картина распределения поля точечного источника, 

расположенного в воздухе в непосредственной близости к границе среды, 

профиль показателя преломления которой был рассчитан с помощью 

конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧 

 

 Таким образом, с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧 и 

соответствующего ему профиля показателя преломления, были получены эффекты 

преобразования волновых фронтов: из сферического в плоский и из плоского в 

сферический. Устройства, основанные на полученном профиле, потенциально 

помогут упростить и уменьшить оптические схемы. 

 

3.6 Конформное отображение 𝒘(𝒛) = 𝒌(√𝒛𝟐 − 𝟏 + 𝑨𝒓𝒄𝒉 𝒛) 

Рассмотрим другое отображение вида: 

𝑤(𝑧) = 𝑘 (√𝑧2 − 1 + 𝐴𝑟𝑐ℎ 𝑧) (26) 

где коэффициент k=h/π – произвольная константа, которая была взята равной 1. 

Исследуемое отображение можно переписать в виде:  
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𝑤(𝑧) = (√𝑧2 − 1 + 𝐿𝑛(𝑧 + √𝑧2 − 1) (27) 

Профиль показателя преломления, в свою очередь, будет иметь вид:  

𝑛(𝑥, 𝑦) = |
𝑧

√𝑧2 − 1
+

1

√𝑧2 − 1
| (28) 

Данный профиль показателя преломления показан на рисунке 35. 

 

Рисунок 35 – Профиль показателя преломления, полученный с помощью 

конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑘(√𝑧2 − 1 + 𝐴𝑟𝑐ℎ 𝑧) 

 

 Можно заметить, что в полученной среде есть две особенные точки (z = ± 1), 

в которых показатель преломления стремится к бесконечности. Также на 

бесконечности показатель преломления стремится к 1.  

Сложно выделить единое аналитическое выражение для действительной и 

мнимой части рассматриваемого конформного отображения из-за многозначности 

функций, из которых оно состоит. Проведём анализ отображения только на 

основании анализа выражения √𝑧2 − 1. Также рассматриваем только значения z, 

лежащие на действительной оси. Можно заметить, что при значениях z из 
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интервала (-1,1) зависимости будут отличаться от остальных точек на 

действительной оси координат. Такую зависимость и можно наблюдать на 

картинах распределения поля, представленных на рисунках 36 и 37. На рисунке 36 

(а) представлена картина распределения поля, когда источник расположен на 

действительной оси между точками z = ± 1. 

 

Рисунок 36 – Картина распределения поля (а) в среде, профиль показателя 

преломления которого получен с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) =

𝑘(√𝑧2 − 1 + 𝐴𝑟𝑐ℎ 𝑧) и диаграмма направленности (б) в случае, когда источник 

электромагнитного излучения расположен на действительной оси между точками 

с координатами z = ± 1 

 

 Можно заметить на рисунке 36, что излучение источника распространяется 

вдоль той же оси, на которой расположен источник. То есть для внешнего 

наблюдателя источник будет расположен под 90° относительно его реального 

расположения. Таким образом, с помощью данного отображения можно получить 

иллюзию источника электромагнитного излучения.  

На рисунке 37 представлена картина распределения поля и диаграмма 

направленности в случае, когда источник расположен на действительной оси 

между точками с координатами z = ± 3. 
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Рисунок 37 – Картина распределения поля (а) и диаграмма направленности 

(б) в случае, когда источник расположен на действительной оси между точек с 

координатами z = ± 3 

Таким образом, при таком расположении источника получилось реализовать 

другого рода иллюзию источника: плоский источник, расположенный на 

действительной оси, для наблюдателя будет выглядеть как два плоских 

скрещенных источника, расположенных под 90° друг к другу. 

 

3.7 Выводы к главе 3 

В данной главе было рассмотрено пять различных конформных 

отображений. Был проведен анализ как самих отображений, так и показателей 

преломления сред, которые получаются на основе данных отображений. Была 

рассмотрена трассировка лучей в таких средах и рассмотрено влияние положения 

источника излучения на ход распространения лучей в среде. После анализа 

рассмотренных в данной работе конформных отображений и полученных с их 

помощью сред было получено общее правило, позволяющее в дальнейшем 

аналитически вычислить траектории лучей от источника любой формы в любой 

точке пространства в среде, профиль показателя преломления которой был получен 

с помощью конформного отображения. Также в среде, показатель преломления 

которой вычислен с помощью конформного отображения  𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧, были 



60 

 

продемонстрированы эффекты преобразования плоского волнового фронта в 

сферический и, наоборот, из сферического в плоский.  

В свою очередь, в среде, профиль показателя преломления которой был 

получен с помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑘(√𝑧2 − 1 + 𝐴𝑟𝑐ℎ 𝑧), был 

показан эффект иллюзии источников: в зависимости от положения плоского 

источника на действительной оси излучение распространялось либо также вдоль 

действительной оси, тогда наблюдатель видел повёрнутый на 90° источник, либо 

вдоль каждой из осей. В таком случае наблюдатель видел 2 скрещенных источника, 

в то время как на самом деле в среде находился 1 источник.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 В данной работе был описан и обоснован принцип сохранения углов между 

источником и кривыми, соответствующими действительной или мнимой части 

произвольного конформного отображения. Данный принцип может быть 

использован в будущем для аналитического описания траекторий лучей от 

источника произвольной формы.  

 С помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑠ⅈ𝑛 𝑧 был получен профиль 

показателя преломления. В данной среде был получен эффект сжатия поперечных 

размеров пучка в несколько раз. С помощью изменённой конфигурации, при 

которой одна полуплоскость была заполнена исследуемой средой, а другая 

воздухом, получилось достичь эффекта коллимации точечного источника, 

находящегося в воздухе. Волновой фронт такого источника, распространявшегося 

в среде, являлся плоским. Также была получена обратная зависимость: волновой 

фронт от плоского источника, расположенного в среде, на выходе из среды 

становился сферическим. 

 С помощью конформного отображения 𝑤(𝑧) = 𝑘(√𝑧2 − 1 + 𝐴𝑟𝑐ℎ 𝑧) была 

получена иллюзия плоского источника, которая зависела от его расположения и 

размера. Если источник был расположен на действительной оси между точками с 

координатами z = ± 1, то излучение распространялось вдоль действительной оси. 

Таким образом, для наблюдателя источник находился под 90° относительно его 

реального расположения. Если же источник располагался на действительной оси 

между точек с координатами z = ± 3, то в добавок к излучению, описанному выше, 

также часть излучения была направлена вдоль мнимой оси координат. И таким 

образом, для наблюдателя один протяжённый источник выглядел, как 2 

скрещенных источника. 
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