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ВВЕДЕНИЕ 

Квантовая электродинамика (КЭД) во внешнем поле вызывала интерес у 

исследователей с самого своего зарождения. Год спустя после написания 

Дираком [1] квантового релятивистского уравнения для частиц со спином 1/ 2s =  

Оскар Кляйн обнаружил парадокс [2], связанный с туннелированием электрона 

под сколь угодно высокий потенциальный барьер. Эта находка вызвала бурные 

обсуждения касательно её природы. Швингером также было предсказано [3] 

рождение заряженных частиц неоднородным стационарным электрическим 

полем напряжённости порядка 1610crE  В/см. Общепринятая интерпретация 

парадокса Клейна спустя 40 лет после его открытия была дана Никишовым [4] 

на основе результатов Швингера и послужила первым стимулом к изучению 

поведения частиц во внешнем поле. 

Создание электромагнитных полей такой мощности, чтобы нелинейные 

эффекты, связанные с наличием этого поля, могли быть экспериментально 

обнаружены, долгое время не представлялось возможным. В последнее время, 

однако, в области лазерных систем произошёл ряд прорывов. В частности, 

создание технологии сжатии лазерного импульса [5] позволило реализовать 

лазеры с интенсивностями порядка 18~ 10I  Вт/см. В электромагнитных полях 

такой интенсивности вероятность неупругих квантовоэлектродинамических 

процессов возрастает, что позволяет этим процессам быть доступными для 

наблюдения. С помощью новой технологии когерентного фокусирования [6] 

предполагается возможность достижения швингеровского предела 29~ 10I  Вт/см, 

при котором процесс образования электрон-позитронных пар (ЭПП) происходит 

настолько интенсивно, что поле, создаваемое этими парами, становится 

сравнимым по величине с внешним полем, и встаёт вопрос о применимости КЭД 

для полей большей интенсивности [7]. 

Для исследования области применимости КЭД относительно величины 

внешнего поля необходимо тщательное изучение соответствующих процессов. 
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Кроме этой, достаточно формальной, стороны вопроса исследование процессов 

КЭД во внешнем поле позволит лучше понять поведение лазерной плазмы – 

вещества, образующегося в результате воздействия интенсивного лазерного 

излучения на конденсированную среду. Лазерная плазма обладает множеством 

перспективных применений, одним из которых является создание 

моноэнергетичных пучков релятивистских электронов [8,9]. Также процессы с 

образованием ЭПП, возможно, являются ключом к объяснению наличия 

аномальных потоков позитронов в излучении пульсаров [10,11]. 

Особый интерес представляют резонансные процессы, то есть такие, когда 

промежуточные частицы выходят на массовую поверхность. Впервые наличие 

резонансов в процессах КЭД второго порядка по постоянной тонкой структуры 

во внешнем поле обнаружил Олейник [12,13]. Система частица+внешнее 

обладает дискретным спектром квазиэнергий и в определённых условиях, когда 

происходит переход с одного из таких состояний в другое, возникает резонанс, 

связанный с выходом виртуальной частицы на массовую поверхность. 

Вероятность таких процессов значительно превышает вероятность 

нерезонансных [14-19]. Некоторые резонансные процессы КЭД во внешнем поле 

были рассмотрены в работах [20-67]. Для таких процессов также характерно 

наличие зависимости энергий конечных частиц от их углов вылета. Эти 

особенности делают резонансные особенно привлекательными с точки зрения 

эксперимента: резонансный характер понижает требования к источникам 

внешнего поля, а наличие взаимосвязей между энергиями и углами вылета 

частиц облегчает идентификацию процессов. 

На данный момент детально изучены процессы КЭД первого порядка во 

внешнем поле [68]. Процессы же второго порядка обладают гораздо большей 

вариативностью и к тому же, как было упомянуто выше, допускают резонансный 

характер протекания. Эти два фактора делают процессы КЭД второго порядка во 

внешнем поле богатой областью для исследований. 
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Процессы образования ЭПП во внешнем электромагнитном поле 

изучаются с 1969 года (см., например, [69-73]). В частности, процесс рождения 

пар в столкновениях электронов с лазерной волной рассматривался в работах 

[74-78]. В этих работах был изучен процесс рождения электрон-позитронных пар 

при взаимодействии электронов с лазерными волнами произвольной 

интенсивности и при взаимодействии со скрещенными полями, получены 

амплитуды процесса и численно найдены сечения, однако аспекту, связанному с 

резонансным протеканием процесса, не было уделено должного внимания. 

Данная работа нацелена на то, чтобы устранить этот пробел. 
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ГЛАВА 1. РЕЗОНАНСНЫЕ ПРОЦЕССЫ КВАНТОВОЙ 

ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ ВО ВНЕШНЕМ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ 

ПОЛЕ 

§ 1.1. Основные параметры, характеризующие процессы во внешнем 

электромагнитном поле 

Процессы, протекающие во внешнем электромагнитном поле, можно 

классифицировать по значениям следующих 2 параметров. 

Нелинейные эффекты в таких процессах определяются классическим 

релятивистски-инвариантным параметром 

 
2

e F

mc
 = , (1.1.1) 

численно равным отношению работы поля по перемещению частицы на её 

комптоновской длине волны к её энергии покоя. Здесь e  и m  - заряд и масса 

частицы, F  - напряжённость электрического поля, а  - приведённая 

комптоновская длина волны частицы. 

В данной работе изучаются процессы только с участием фотонов, электронов и 

позитронов, поэтому в качестве заряда будет выступать заряд электрона, 

который мы будем считать отрицательным 0e  . В соответствии с этим 

положительный параметр   примет следующий вид. 

 
2

0
eF

mc
 = −   (1.1.2) 

В квантовых процессах возникает учитывающий передачу импульса 

между рассеивающимися частицами квантовый параметр многофотонности 

Бункина-Фёдорова 

 
1eFv mcv

 
 

−

= = , (1.1.3) 

численно равный отношению работы поля на расстоянии, проходимым 

электроном за характерное время осцилляций, к энергии фотона. Здесь v  - 
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скорость частицы. При рассмотрении слабых электромагнитных полей, когда 

1 , величина параметра   не влияет на особенности протекания процессов. 

 

§ 1.2. Картина Фарри 

S-матричный подход к изучению процессов КЭД при наличии внешнего 

поля модифицируется в картине, предложенной Фарри [79]. Суть этого подхода 

излагается в текущем параграфе. 

Лагранжиан квантовой электродинамики при наличии внешнего поля 

можно записать в виде суммы трёх слагаемых: 

 
e int+ +L= L L L   (1.2.1) 

Здесь 

 

( )

( )

1

4

e

cl

int

i m

F F

e A A







 



 

  

 

=  −

= −

= − +

L

L

L

 (1.2.2) 

- соответственно, лагранжианы дираковского и электромагнитного полей 

и лагранжиан взаимодействия. clA  - 4-вектор-потенциал внешнего 

электромагнитного поля, а A  - 4-вектор-потенциал, описывающий вакуумные 

флуктуации электромагнитного поля. 

Идея Фарри состоит в том, чтобы вместо задачи о дираковских частицах, 

взаимодействующих с внешним полем и вакуумными флуктуациями 

электромагнитного поля, решать задачу о взаимодействии некоторых других 

частиц, представляющих собой дираковские частицы во внешнем поле, уже 

только с вакуумными флуктуациями электромагнитного поля. Математически, 

этому соответствует следующий переход. 
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( ) ( )

( )int int

1 1

4 4

cl

e e

cl

i m i eA m

F F F F

e A A e A

 

  

 

   

 

  

     

   

 =  − =  − −
 

= − → = −

= − + = −

L L

L L

L L

 (1.2.3) 

Если теперь найти решения уравнения Дирака с внешним 

электромагнитным полем clA , то для учёта взаимодействия с вакуумными 

флуктуациями можно будет пользоваться стандартными правилами Фейнмана, 

используя новые решения вместо решений свободного уравнения Дирака. 

Наибольший интерес к изучению представляют такие потенциалы, для 

которых уравнение Дирака может быть решено аналитически. В данной работе 

исследуется внешний потенциал плоской монохроматической электромагнитной 

волны. Решение уравнения Дирака с таким потенциалом впервые было найдено 

Волковым [80] в 1937 году. 

 

§ 1.3. Функции Волкова 

Рассмотрим уравнение Дирака 

 ( ) 0cli eA m

    − − =
 

, (1.3.1) 

где clA  - 4-вектор-потенциал плоской электромагнитной волны. 

Его решение [81, с. 178] имеет следующий вид. 

 ( ) ( )ˆˆ1 e
2( ) 2

p iS

p

ue
x kA

kp E


 
 = + 

 
 (1.3.2) 

Здесь 

 ( ) ( )
0

2( )
( ) 2

e e
S px pA A d

kp





  
 

  = − − − 
 

  (1.3.3) 

- классическое действие для электрона в поле плоской монохроматической 

электромагнитной волны [82, с. 149], а kx =  - фаза волны. 
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Для функций (1.3.2) компоненты 4-импульса больше не являются 

хорошими квантовыми числами, однако таковыми являются [81, с. 179] 

компоненты квазиимпульса 

 
( )

2 2

2

e A
q p k

kp

  = −  (1.3.4) 

Здесь 2A  - средний по времени квадрат 4-потенциала внешнего поля. 

Потенциал плоской монохроматической электромагнитной волны может 

быть записан в следующем виде. 

 ( ) cos sinx y

F
A e e   


 = +   (1.3.5) 

Здесь ( )t z = −  - фаза волны, xe  и 
ye  - 4-вектора поляризации, а   - 

параметр эллиптичности. 

С учётом (1.3.5) и (1.1.1) из (1.3.4) следует, что 

 2p q k  −   (1.3.6) 

Это обстоятельство позволяет считать, что в случае слабых полей ( 1 ) 

приближённо (с точностью до 2 ) выполняется закон сохранения обычного 4-

импульса. 

 

§ 1.4. Резонансы Олейника во внешнем электромагнитном поле 

В статье 1967 Олейником было показано наличие резонансов в процессах 

второго порядка во внешнем поле, которые в дальнейшем получили название 

резонансов Олейника [12, 13]. Их появление объясняется наличием в системе 

«частица + внешнее поле» дискретных энергетических уровней. Возникновение 

резонансов происходит в тех случаях, когда виртуальная частица выходит на 

массовую поверхность. Резонансные бесконечности могут быть устранены, если 

вместо «голого» пропагатора использовать «одетый», тогда на месте этих 

бесконечностей в сечении процесса останутся острые пики. 
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Резонансы Олейника – уникальная черта, присущая процессам КЭД 

второго порядка во внешнем поле. Благодаря их наличию вероятность данных 

процессов может существенно превышать вероятность нерезонансных 

процессов, что делает резонансные процессы доступными для наблюдения на 

современных лазерных установках. 

Первым экспериментом по наблюдению нелинейных эффектов КЭД во 

внешнем поле является эксперимент 1996 года [83], целью которого было 

исследование нелинейного комптон-эффекта. В эксперименте пучок электронов 

энергией 46.6 ГэВ  пропускали через область лазерного (Nd:YAG) поля 

интенсивности 18 210 /Вт см , что соответствует 0.6 =  (см. (1.1.1)), и 

детектировали рассеянные электроны. Однако помимо электронов детектор 

также зарегистрировал наличие позитронов после прохождения пучком 

электронов области лазерного поля. Данная работа представляет собой попытку 

объяснить наличие позитронов в этом эксперименте путём исследования одного 

из возможных механизмов их образования при взаимодействии электронов с 

лазерным полем. 
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ГЛАВА 2. АМПЛИТУДА ПРОЦЕССА РОЖДЕНИЯ ЭЛЕКТРОН-

ПОЗИТРОННЫХ ПАР ПРИ СТОЛКНОВЕНИИ ЭЛЕКТРОНОВ С 

ЛАЗЕРНОЙ ВОЛНОЙ 

§ 2.1. Общий вид амплитуды 

Запишем общий вид амплитуды процессов, изображённых при помощи 

диаграмм на рис. 1. 

2 4 4

1 2 2 2 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f

i
p pp p fS i ie d x d x x x D x x x x p p 

 
−

+− −= − −   −   − 

 (2.1.1) 

 Здесь   обозначает волковские функции частиц (см. § 1.2) 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 1

1

2

1

2
ˆˆ1

2( )2

ˆˆ1
2( ) 2

ˆˆ1
2( )2

ˆˆ1
2( ) 2

p

p

p

pi i

f f

f

i

iSp
p

iS

p

iSp

p

ff

iSp

p

i

p

i

u e
x A k e

kpE

ve
x kA e

kp E

u e
x A k e

kpE

ue
x kA e

kp E









− −

−

+−+

+

−

−−

−

+

−

−

+

 
 = + 

 

 
 = − 

 

 
 = + 

  

 
 = + 

 

 (2.1.2) 

4-вектор потенциал имеет следующий вид. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

cos sin
2

0, 1 0

1 1

i i

x y

i i x y x y

x y

F F
A e e e e

t z

e e e

e i e

      
 

 

       

−

− +

 + − − +

 = + = + 

= −

= = = − =

=  = = − − = − +

e e e

 (2.1.3) 

Рис. 1. Диаграммы Фейнмана резонансного рождения электрон-позитронных пар при столкновении 
электронов с лазерной волной. a) – канал «а», b) – канал «б». 
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Здесь F  и   - напряжённость и частота волны,   - параметр 

эллиптичности, ie  и i  - вещественные и комплексные вектора поляризации, 

соответственно. 

Во избежание путаницы ещё раз подчеркнём, что 0e  . Стоит также 

отметить, что индекс " "p+−  у волковской функции позитрона отражает тот факт, 

что последняя получается из волковской функции электрона формальной 

заменой знака 4-импульса. 

В (2.1.2) действие для электрона имеет следующий вид [82, с. 149]: 

 ( ) ( )
0

2( ) ( )
( ) 2

p

e e
S x px pA A d

kp





  
 

  = − − − 
 

  (2.1.4) 

Формальной заменой знака импульса получаем действие для позитрона: 

 ( ) ( )
0

2( ) ( )
( ) 2

p

e e
S x p x p A A d

kp





  
+− + +

+

 
  = − + 

 
  (2.1.5) 

Запишем также выражение для фотонного пропагатора. 

 

4

4

2

4

0

( ) ( )
(2 )

( )

iqxd q
D x D q e

D q
ig

iq

 









−=

=
+

−


 (2.1.6) 

С учётом (2.1.2) - (2.1.5) амплитуда (2.1.1) может быть записана в 

следующем виде. 

( ) ( )4

22

2

1 13

1

1 1
( , )

16 0
'

f i f

f i

p p p p

e
u MS d q p p q q

q iE
v g u M

E E
u

E

 


 − + −

− +

−= −  →
+

 (2.1.7) 

Здесь введены следующие обозначения. 

 ( ) ( )( )
12 ) 2

4

2 ,( ,exp p p qM d x H iS x  
+−− − −=   (2.1.8) 

 ( ) ( )( )
111 1

4

, ,exp
f ip p qM d x H iS x   − +

 =   (2.1.9) 
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 ( ) ( )2 2
ˆ ˆˆ ˆ1 1

2( ) 2( )

e e
H A k kA

kp kp

   
− +

   
= + −   
   

 (2.1.10) 

 ( ) ( )1 1
ˆ ˆˆ ˆ1 1

2( ) 2( )f i

e e
H A k kA

kp kp

   
   

 = + +   
    

 (2.1.11) 

 ( ) 1
2 2 2 1 2, ,

( ) ( ) ( )p pp p q
S x S x S x q x

−− ++
−− − −

= − + −  (2.1.12) 

 
1 1 1 1, 1 1, ( ) ( ) ( )

f i f ipp p q pS x S x S x q x− + = − + +  (2.1.13) 

 

§ 2.2. Преобразование амплитуды 

Можно показать (см. Приложение В), что функции H  и H   преобразуются к 

следующему виду. 

 ( ) ( )2 2 2 22 2

2

i i i i
H a b e b e c e e       − −

− += + + + +  (2.2.1) 

 ( ) ( )1 1 1 12

1

2i i i i
H a b e b e c e e

        − −

− +
    = + + + +  (2.2.2) 

Здесь обозначено: 

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )( )

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2ˆ

1 1
4 4

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
4 4 4 4

8

ˆ

ˆ1 1
8

ˆ

f i

i f

f i

kk kk
m m

a a
kp kp kp kp

m m m m
b k k b k k

kp kp kp kp

m m
c kc

kp p
k

p k
k

kp k
k

 

  

 

   

  

 

 



   

         

  

+

  

−

−

−

  

+

+

= − + = + +

  
  = − = − + 

    

= − − −=

(2.2.3) 

, а 
eF

m



= −  - классический релятивистски-инвариантный параметр (см. § 

1.3.). 

Также можно показать, что действия ( ) 1, 2,
( )

p p q
S x

− +− − −
 и 

1, 1, ( )
f ip p qS x− +  приводятся 

к следующему виду (см. Приложение Г). 

( ) ( ) ( ) 22 1 2 2, ,
( ) sin sin 2p pp p pp p p pp q

S x d p p q x     
+ + +− −+ −+− −− + −− −

= − + + − + − +  (2.2.4) 
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 ( ) ( ) 11 1 1, , 1( ) sin sin 2
f i i f i f i f i fp fp p q p p p pp i p pS x d p p q x     − + = − − − − + − +  (2.2.5) 

Выражение для констант d ,  ,   и   см. в приложении Г: (8.1.10) и (8.1.13)

. Введя кинематические инварианты 

 

( ) ( )( )
( )( )

( )

( ) ( )
( )

2

1

2

2

4 4

2
i

x

kp
u

kp x x

kp kp x

kk p
u x x

m

p


− − +

− − +

−

− +

+

+

+

=

+ +
=

= +

=

+

, (2.2.6) 

 

( ) ( )
( )

( )
1 2

1

2
4

i f f

ff

i

i

kp kp x
v

xkp

kp
v

m


+ +
= =

= =

, (2.2.7) 

можно записать параметры    в виде (см. Приложение Д) 

 
1 1

1 1

1

2 1

2

i fp p

p p

u u

u u

v v

v v


 



+ −



= −
 
− 

 

 
= −−

 

 (2.2.8) 

Отметим также вещественность параметров   (см. Приложение Е). 

Теперь можно подставить выражения (2.2.1) и (2.2.4) в (2.1.8). Сделаем это, 

сразу выделяя периодическую часть: 

 ( ) ( )4

2 22 1expp pid
M e d x i p p q x G  −+

−

+ −= + −     (2.2.9) 

Здесь ( )G   - 2𝜋-периодическая функция: 

 ( ) ( ) ( )( )2 22 2 exp sin sin 2pp p p p pG H i       
+ +−+ − −

 = − +
 

 (2.2.10) 

Разложим ( )2G   в ряд: 

 ( ) ( )
2

2

2 2 2expl

l

G H il  


−

=−

= −  (2.2.11) 
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Коэффициенты разложения выглядят следующим образом. 

( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

2 2

2

2

2 2

2

2 2 2

0

2

2

2

2

2 2

2

2 2

2 2 2

0

2 2

0

2 2

1
exp

2

1
exp sin sin 2

2

1

2

exp sin sin 2

, ,

l

p p p

i i i i

p p p

l p p p

p p p

p p p

p p p

H d G il

d H i l

d a b e b e c e e

i l

a L






   

 



   



  

       



    





  





+ + +

+

− − −

− − −

+ −

+

+

+

+ −

− −

− +

=  − =

 =  − + − =
 

=  + + + + 

  − + − =
 

=







( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

1

2 2

1 , ,

, , , ,

, , p p p

p p p p p pp

l p p p p p p p p p

l p p

l

l p p pc L

b L b L

L

 



  





  

 

 

− + − + − + −

+ − + − + − + − + − +

+ − + − + −

−

− − + +

− +

+ +

+ +

+

 
 

(2.2.12) 

Функции L имеют вид: 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

22 2

0

2 2

2 2

1
, , exp sin sin 2

2

exp exp 2

p p p p p p

p p

l p p p p p p

p p l n p n pp

n

p

L d i l

il in J J



         

 



 

+ + +

+ + +

+ − + − + − − − −

− − − −+



 −
=−

 = − + − =
 

= −





 (2.2.13) 

С учётом (2.2.9) - (2.2.13) M   принимает вид: 

 

( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

2

4

2 1

4 4

2

2

2

1

exp

2

p p

p p

id

l

l

id

l

l

M e H d x i p p q l k x

e H p p q l k







 

−

+ −

+


−

− + −

=−


−

− + −

=−

= + − − =  

= + − −

 


 (2.2.14) 

Таким образом введённый индекс 2l  по смыслу соответствует числу 

поглощённых во второй вершине фотонов внешнего поля. 

Аналогично действуем со штрихованными амплитудами. 

 

( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

1

4

1

4

1 1

4

1

1 1

exp

2

p pi f

p pi f

id

l i f

l

id

l i f

l

M e H d x i p p q l k x

e H p p q l k

 

 


−

−

=−


−

−

=−

  = − − − + =
 

= − − +

 


 (2.2.15) 

Здесь 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1 1 1

1

1

1 1

1 1

1 1 1 1 11 11

1

1 2 2

, ,

, , ,

,

,

,

, ,

i f i f i

i

f

i i i i i

i i i

i i i

l p p p p p p

l p p

l l p p

lp p p

p p p

pp p p p p

p

p p p l p pp p

b L

b

H a L

L LL c



 

 



    

      +

− −

+ −+





+=

 +

+

+


+
 (2.2.16) 

Здесь 1l  - число поглощённых в первой вершине фотонов внешнего поля. 

С учётом (2.1.7) - (2.2.16) амплитуда процесса примет вид: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1

1

1 1 23 2

1

5

1 ; 1

2
4

42 4

2

1

4
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1

1
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+

+

−

−
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−
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−

− + −

=−− +


−

=−

−

−



−



= −  → =
+

= + − −
+

 
 − − +


 







−
 





 1 2, )q q− →

 (2.2.17) 

Возьмём интеграл по 𝑞1, воспользовавшись δ-функцией. 

 
( )

( )  ( )

2

2

1

1

25

;2

2 1

4

2

1 1

( )

16
p p p pi f
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id id

l

lf i

l i

p p

p pf f

l

S e H
E E E E p p l k

H p p p p l l

e u v
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 +

+

−

−

−

−


− −

−

= − + + −



− + − −

=−

=
+ −

 
 −

 

+

 

− − + −  
 





 (2.2.18) 

Введём число 1 2l l l= +  поглощённых в процессе квантов поля, и поменяем 

переменные суммирования:    1 2 2, ,l l l l→ . 

 ( )

( )
( ) ( )

2

2

2

4

5

;2

2

2 1 1

( )

16
p p p pi f

f i

id id

l

l lf i
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p p

fp p fl

S e H
E E E E p p l k

H p p p p lk p
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+

+

−

−

 
− −

−

=− =−− + + −

+ − −−

−

−

=
+ −

  −



−

  

− + − 






 
 (2.2.19) 

Ещё одним важным обстоятельством является тот факт, что закон 

сохранения 4-импульса (ЗС4И) может быть выполнен только при условии 

поглощения хотя бы 1 фотона в каждой вершине, что соответствует 1 2, 0l l   или 

2 0, 1l l  . 

Теперь можно записать амплитуду процесса в виде суммы по парциальным 

амплитудам: 
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2

l

l

S S


=

=  (2.2.20) 

 

( ) ( )
( )

( )

2

2 2

5

4

2
1 2

2

;

1

( )

16

i

p p p pi f

f

id id i f

l

lf i

lp l lp p fp

p p p p lk
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p
e
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e
E E E E p l k

H Hu p pu






−

+

+

−


− − + −

=− + + −

− −− −−

−


 

− − +
=

+ −

 


 − 






 (2.2.21) 

Амплитуда, представленная в виде (2.2.20) интересна своим чётким 

физическим смыслом: каждое слагаемое в этой сумме соответствует 

определённому числу поглощённых фотонов внешнего поля. 

 

§ 2.3. Амплитуда процесса в поле циркулярно-поляризованной 

электромагнитной волны 

Циркулярно-поляризованной электромагнитной волне соответствует 

единичное значение параметра эллиптичности волны: 

 1 =  (2.3.1) 

В этом случае второй аргумент специальных функций L  оказывается 

равным нулю: 

 
0

0
i f

p

p

p

p





+ −
=

=
 (2.3.2) 

Специальные функции L  связаны с функциями Бесселя следующим 

соотношением [84, 85]. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,0, exp exp 2 0 expn n n n n

n

L a b inb in b J a J inb J a


 −
=−

= − = −  (2.3.3) 

Второе равенство в (2.3.3) верно в силу ( ) 00n nJ  =  для любых целых n . 

Тогда можно записать: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2 2

2

,0, exp exp 2 0

exp

lp p p p p

p p

l p p p p n p n

n

p l p

L il in J J

il J

    

 
+

+ − + − − − −

− −

+ + +

+



 −
=−

= − =

= −


 (2.3.4) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11 2 1,0, exp exp 2 0 exp

i f i f i f i f i f i f i fl p p p p l np p p p n p p l p

n

p p pL il in J J il J      


 −
=−

= − = −

 (2.3.5) 

В этом случае коэффициенты lH  и lH   для циркулярно-поляризованный 

волны примут следующий вид. 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

2 2 2

2

1 1 1

1

2 2 1

2 1

1 1 1

1 1

exp exp 1

exp 1

exp exp 1

exp 1

i f i f i f i f

i f i f

l p l p p l p

p l p

l

p p p p

p p

p p p pp

p p

p l p p l

p l p

H a il J i l J

i l J

H l

b

a il J

i

b

i J

J

b

b l













    

 

   

 

− − − −

−

+ + +

+ + −

+− −

+

−

+

+ +

−

−

+

+

+ +

= − + − −

+

 = − − −

− ++

 (2.3.6) 

 

ГЛАВА 3. КИНЕМАТИКА РЕЗОНАНСНОГО РОЖДЕНИЯ ПАР 

ПРИ СТОЛКНОВЕНИИ УЛЬТРАРЕЛЯТИВИСТСКИХ 

ЭЛЕКТРОНОВ С ЛАЗЕРНОЙ ВОЛНОЙ В СЛУЧАЕ СЛАБЫХ 

ПОЛЕЙ 

§ 3.1. Кинематика в слабом поле 

Процесс резонансного рождения электрон-позитронных пар в 

столкновении ультрарелятивистских электронов с лазерной волной во втором 

порядке теории возмущений описывается двумя диаграммами Фейнмана (см. 

рис. 1). В условиях резонанса промежуточный фотон выходит на массовую 

поверхность (то есть для него выполняется правильный закон дисперсии 2

0 0q = ), 

и процесс рождения электрон-позитронных пар при столкновении электронов с 

лазерной волной эффективно распадается на последовательно идущие 

стимулированный лазерным полем комптон-эффект и стимулированный 

лазерным полем процесс Брейта-Уилера (см. рис. 2). 

В этой работе рассматривается кинематика процесса в слабом поле. 

Слабые поля определяются условием 1  , поэтому с точностью до 2  вместо 

закона сохранения квазиимпульсов волковских функций можно пользоваться 
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законом сохранения 4-импульса (ЗС4И) для обычных кинематических 

импульсов частиц (см. (1.3.6)). Также в слабых полях многофотонные процессы 

подавлены, поэтому в дальнейшем рассматриваются процессы с участием 1 

фотона из внешнего поля в каждой вершине. 

Все частицы, участвующие в процессе, являются ультрарелятивистскими. 

Далее будет показано, что энергия начального электрона ограничена снизу 

пороговым значением, имеющим порядок 100thr ГэВ , а энергии конечных 

частиц имеют порядок энергии начального электрона. Это обстоятельство также 

накладывает свои ограничения на кинематику процесса. Как будет показано, в 

силу ультрарелятивизма частицы не могу рассеиваться и рождаться под 

большими углами, поэтому все конечные частицы распространяются в узком 

конусе относительно направления распространения начального электрона. 

Отметим также, что достаточно исследовать кинематику только одного из 

каналов. Кинематика для второго канала тогда получится заменой индексов 

( )f  − . С учётом этого замечания далее в этой главе рассматривается только 

канал «а». 

 

 

 

Рис. 2. Диаграмма Фейнмана процесса резонансного рождения электрон-позитронных пар при 
столкновении электронов с лазерной волной для канала «а». В резонансе процесс эффективно 
распадается на последовательно протекающие стимулированный лазерным полем комптон-
эффект и стимулированный лазерным полем процесс Брейта-Уилера. При этом промежуточный 

фотон, 4-импульс которого здесь обозначен за , выходит на массовую поверхность. 
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§ 3.2. Кинематика стимулированного лазерным полем комптон-эффекта 

Изучение кинематики базируется на законах сохранения импульса и 

энергии частиц, участвующих в процессе. Запишем ЗС4И в первой вершине (см. 

рис. 2, первая вершина). 

 0i fp k p q+ = +  (3.2.1) 

Здесь k  - 4-импульс фотона лазерного поля. 

После возведения (3.2.1) в квадрат и использования резонансного условия 

2

0 0q =  получим 

0i fp k p q=  (3.2.2) 

Подставив 0q  из (3.2.1) в (3.2.2), запишем уравнение на энергию конечного 

электрона. 

 2

i i f fp k p p m p k= − +  (3.2.3) 

Введём углы 
f  и i  между направлениями 3-импульсов фотона поля и 

конечного и начального электронов, соответственно, а также 
fi  - угол между 

направлениями 3-импульсов конечного и начального электронов. Также введём 

4-вектора n  вида ( )1,j jn = n , где 
jn  - единичный вектор, направленный по 3-

импульсу соответствующей частицы. При этом  ( ) ( )1 cos j jnn− = , где n  - 

соответствующий 4-вектор фотона внешнего поля. 

Распишем скалярные произведения в (3.2.3). 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 cos

1 cos

i i i i i

f f f f i f f i i

p k E E nn

p k E x E nn x E nn

  

   

= − =

= − = 
 (3.2.4) 

( )
2 22 2 2

2

2 2 2 2

1
1 cos 1

2 22 2

fi i

f i f i f i fi f i f fi

f i f

Em m m
p p E E v v E E x

E E x m


 

   
= −  + + = + +   

   
   

 (3.2.5) 
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Здесь 
fE  и iE  обозначают соответственно энергии конечного и начального 

электронов, а   обозначает энергию фотона лазерного поля. Символом x  с 

соответствующим индексом обозначается энергия частицы в единицах энергии 

начального электрона, например, 
f

f

i

E
x

E
= . 

В (3.2.5) мы воспользовались разложением скорости 

ультрарелятивистского электрона по степеням квадрата массы 
2

2
1

2

m
v

E
− . Также 

в (3.2.4) и (3.2.5) использован тот факт, что все частицы, кроме фотона лазерного 

поля, в данном процессе движутся в узком конусе относительно направления 

движения начального электрона, и, как следствие, углы между этими частицами 

малы (см. Приложение А), поэтому можно пользоваться разложением косинуса 

в ряд по степеням угла 
2

cos 1
2


  − . 

Поделим (3.2.3) на 22m  и подставим туда скалярные произведения (3.2.4), 

(3.2.5). 

 
( ) ( )2

2

2 2 2 2

1
1 4

4 2

1

2 24

f fii i

i i f i

f

xnn nn
E E x E

m x m m

  
+ + 


−

 

= +


 (3.2.6) 

Введём обозначения 

 

( )

22

2

i

thr f

i

i

r

fi

thr

i

th

m

nn

m

E







 


 =

=

=

 (3.2.7) 

С учётом (3.2.7) уравнение (3.2.6) можно преобразовать к виду 

 ( ) ( )2 2 2 2 1 24 1 01 4f i i fi i fx x   − + ++ =+  (3.2.8) 

Запишем решения (3.2.8). 
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( )2

2 2

1

4

1

1

2

4

2i i fi

f

i i fi

x
  

  

−
=

+

+ 

+
 (3.2.9) 

Из вида решения (3.2.9) можно сделать 2 вывода. Во-первых, каждому 

значению параметра 
fi , кроме 1fi = , соответствует 2 значения 

fx . Во-вторых, 

параметр  
fi  принимает значения из отрезка 

 [0,1]fi   (3.2.10) 

Решения (3.2.9) уравнения (3.2.8) изображены на рис. 3. 

Есть, однако, одно важное обстоятельство, которое возникает при 

рассмотрении процесса, протекающего во второй вершине диаграммы. Дело в 

том, что процесс рождения электрон-позитронной пары при взаимодействии 

промежуточного фотона с фотоном лазерного поля протекает порогово. Это 

означает, что для возможности протекания процесса во второй вершине и, как 

следствие, всего процесса в целом промежуточный фотон должен обладать 

Рис. 3. Зависимость энергии конечного электрона от параметра  при разных 

значениях энергии начального электрона . 
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энергией, выше некоторой минимальной энергии. Это, в свою очередь, 

накладывает ограничение сверху на энергию конечного электрона, поскольку в 

первой вершине энергия начального электрона делится между конечным 

электроном и промежуточным фотоном. 

Для существования возможности протекания исследуемого процесса 

энергия конечного электрона должна удовлетворять следующему условию (см. 

Приложение Б): 

 
1

1
i

fx


 −  (3.2.11) 

С учётом этого обстоятельства зависимости энергии конечного электрона, 

изображённые на рис. 3, преобразуются так, как это изображено на рис. 4 и рис. 

5. Теперь, с учётом ограничения (3.2.11), при некоторых значениях энергии 

начального электрона энергия конечного электрона определяется углом его 

вылета однозначно, а при других значениях энергии начального электрона на 

Рис. 4. Энергия конечного электрона при различных значениях энергии начального 

электрона . 
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зависимости ( )2

f fi   есть участки, где энергия может принимать 2 значения при 

одном и том же угле вылета конечного электрона. Эти 2 области энергии 

начального электрона разделяет значение 

 *

1 3
1.366

2


+
=   (3.2.12) 

Как видно из рисунков 4 и 5, при значениях энергии начального электрона, 

меньших * , энергия конечного электрона при любом значении параметра 2

fi  

определяется однозначно. При бо́льших энергиях начального электрона для 

некоторых (малых) значений параметра 2

fi  энергия конечного электрона также 

определяется однозначно, а при остальных (больших) значениях конечный 

электрон может обладать одной из 2 возможных энергий. Кроме того, чтобы мог 

быть выполнен З4СИ, конечный электрон не может также обладать и слишком 

маленькой энергией. Из рис. 3 видно, что наименьшей энергией конечный 

электрон обладает при 2 0fi =  при выборе меньшей энергии (отрицательная 

Рис.5. Энергия конечного электрона при различных, больших, значениях энергии 

начального электрона . 
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ветвь) из 2 решений. Поэтому решения могут существовать только в том случае, 

если это минимальное значение энергии конечного электрона не превосходит 

верхнюю границу 
1

1
i

fx


= − . Из этих соображений можно получить значение 

пороговой энергии начального электрона в процессе: 

 
1 2

1,207
2

thr
+

=   (3.2.13) 

Перейдём теперь к исследованию кинематики электрона и позитрона пары. 

 

§ 3.3. Кинематика стимулированного лазерным полем процесса Брейта-

Уилера 

Запишем ЗС4И во второй вершине (см. рис 2, вторая вершина). 

 0q k p p− ++ = +  (3.3.1) 

После возведения (3.3.1) в квадрат и использования резонансного условия 

2

0 0q =  получим 

 2

0q k m p p− += +  (3.3.2) 

Подставив 0q  из (3.3.1) в (3.3.2), запишем уравнение на энергию позитрона 

электрон-позитронной пары: 

 
2p k p k m p p− + − ++ = +  (3.3.3) 

Выразим p+  из общего ЗС4И для всего процесса 

 2i fp p p p k− ++ = − +  (3.3.4) 

и подставим в (3.3.3): 

 2i f i fp k p k p p p p p k− − −− = − +  (3.3.5) 

Аналогично тому, как это сделано в (3.2.4) и (3.2.5), запишем скалярные 

произведения: 
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( )

( )

i i i

i i

p k E nn

p k x E nn



− −

=

=
 (3.3.6) 

 

2 2 22 2 2

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 2 2 2 2

1
1

2 2 2 2

1 1

2 2 2 2

i i i
i i

i

f i f

f f f

f f

Em m m
p p E E x

E E x m

Em m m
p p E E x x

E E x x m

 

 

− −
− − −

− −

− −

− − −

− −

   
= + + = + +   

  

   
= + + = + +      

   

 (3.3.7) 

Здесь, как и ранее, введены следующие обозначения. 

 

f

f

i

i

E
x

E

E
x

E

−
−

=

=

 (3.3.8) 

 
( )

( )

,

,

i i

f f





− −

− −

= 

= 

p p

p p
 (3.3.9) 

Угол f −  здесь надо понимать как обозначение для следующего 

выражения. 

 ( )2 2 2 2 cosf fi i f i fi i i      −− − −= −+ −  (3.3.10) 

В (3.3.10) fi  и i−  - азимутальные углы 3-импульсов конечного электрона 

и позитрона, отсчитанные, например, от проекции 3-импульса лазерного поля на 

плоскость, перпендикулярную 3-импульсу начального электрона. 

Также в (3.3.6) мы снова воспользовались приближением 

( ) ( ) ( )f inn nn nn−  . 

Подставив в (3.3.5) скалярные произведения (3.3.6), (3.3.7) и поделив на 

22m  получим 

 

2 22 2
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 4 4 2

4 4 4 4

thr fthr i
i f i i f i i

f

x x x x x
x m x x m

  
    

−−
− − −

− −

  
− = + + − + + +    

   
 (3.3.11) 

Введём обозначения, аналогичные (3.2.7). 
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2 2
2

2

2 2

2

2

4

4

thr i
i

thr f

f

m

m

 


 


−
−

−

−

=

=

 (3.3.12) 

Обозначение 
2

f − , как и 
2

f − , надо понимать в следующем смысле. 

 ( )2 2 2 2 cosf fi i fi i fi i      − − − −= + − −  (3.3.13) 

В новых обозначениях уравнение (3.3.11) можно привести к следующему 

виду. 

 ( ) ( )2 2 2 2 21
1 4 4 8 4 1 1 0i i i f f i i f f

f

x x x x x
x

     − − − −

 
+ − − + − − + − =  

 
 (3.3.14) 

Обозначим за D  дискриминант уравнения (3.3.14). 

 ( ) ( )
2

2 2 2 2 21
16 1 4 1 1 4 4 8i f f i i i f f i

f

D x x x
x

     − −

 
= − − − + − − +  

 
 (3.3.15) 

Наконец, запишем решения – энергии электрона пары. 

 
( )

2 2 2 2

4 1

1
2 1 4 4 8

i f

i i i f f i

f

x D
x

x
x



    

−

− −

− 
=

 
+ − − +  

 

 (3.3.16) 

Здесь fx  также надо понимать не как независимую переменную, а как 

функцию переменных 
2

fi  и i  (см. (3.2.9)). 
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Энергию позитрона 
i

E
x

E

+
+ =  можно найти, воспользовавшись общим 

законом сохранения энергии (ЗСЭ): 

Рис. 6. Энергии электрона (красный) и позитрона (синий) пары как функции параметра  

при энергии начального электрона , , энергии конечного электрона 

 и . 

Рис. 7. Энергии электрона (красный) и позитрона (синий) пары как функции параметра 

при  энергии конечного электрона с нижней ветви энергии   и  

энергии электрона (зелёный) и позитрона (бирюзовый) пары как функции параметра 

при  энергии конечного электрона с верхней ветви энергии   при 

энергии начального электрона , , и . 
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 1 fx x x+ − − −  (3.3.17) 

Из (3.3.17) и (3.3.16) с учётом выражений для 
fx  и D  получаем: 

 
( )

2 2 2 2

4 1
1

1
2 1 4 4 8

i f

f

i i i f f i

f

x D
x x

x
x



    

+

− −

− 
= − −

 
+ − − +  

 

 (3.3.18) 

Энергии электрона и позитрона пары как функции параметра i−  

изображены на рисунках 6, 7 и 8. На них можно последовательно проследить за 

тем, как меняется картина при увеличении энергии начального электрона. При 

небольшой энергии начального электрона (рис. 6) частицы пары не могут 

вылететь не только под большим углом, но также и под слишком маленьким, т.е. 

существует интервал углов вылета, начинающийся не с нулевого угла. Кроме 

того, на этом же рисунке видно, что для небольших энергий начального 

электрона может существовать только по 2 ветви энергии для каждой из частиц 

Рис. 8. Энергии электрона (красный) и позитрона (синий) пары как функции параметра 

при  энергии конечного электрона с нижней ветви энергии   и  энергии 

позитрона (зелёный) и электрона (бирюзовый) пары как функции параметра при  

энергии конечного электрона с верхней ветви энергии    при энергии 

начального электрона , , и . 



30 
 

пары. На рисунке 7, после небольшого увеличения энергии начального электрона 

у частиц пары появилась возможность вылететь на нулевой угол, а также 

появились 2 дополнительные ветви энергии частиц пары. Их появление связано 

с наличием второй ветви энергии конечного электрона, реализация которой 

становится возможной при увеличении энергии начального электрона. В целом, 

поведение этих двух дополнительных ветвей энергии для каждой из частиц пары 

напоминает поведение двух первых ветвей энергии с отставанием по энергии. На 

рисунке 8, при ещё большей энергии начального электрона, энергии электрона 

пары как функции параметра i−  начинают напоминать зависимости энергии 

конечного электрона от параметра 
fi . 

Проанализируем далее, при каких значениях параметров  i , fi , i−  и 

( )cos fi i −−  вообще могут существовать решения (3.3.16). 

 

§ 3.4. Ограничение параметров стимулированного лазерным полем процесса 

Брейта-Уилера 

Для существования решений (3.3.16) необходимо потребовать 

 0D , (3.4.1) 

где D  даётся формулой (3.3.15). 

С учётом (3.3.13) условие (3.4.1) примет вид 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21
4 1 8 cos 1 4 8 4 1 0i f i i f fi fi i i i f fi i i f

f

x x x x
x

          − − −

 
− + − + − − + − −  

  

 (3.4.2) 

Решим (3.4.2) относительно угла i− . 

Запишем дискриминант 2D  соответствующего неравенству (3.4.2) 

уравнения. 
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( ) ( ) ( )4 2 2 2 2 2 2 2

2

1
64 cos 16 1 1 4 8 4 1i f fi fi i i f i f fi i i f

f

D x x x x
x

        −

 
= − − − − − + − − 

  

(3.4.3) 

Выражение (3.4.3) можно упростить, если воспользоваться уравнением на 

энергию конечного электрона (3.2.8): 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 24 2 2 2 2

2 64 cos 16 1 2 1 2 1i f fi fi i i f i f iD x x x      −
 = − − − + − −
 

 (3.4.4) 

Левая часть (3.4.2) равна нулю в двух точках: 

 
( )
( )

2

2(1,2)

2

8 cos

8 1

i f fi fi i

i

i f

x D

x

   




−

−

− − 
=

−
 (3.4.5) 

Поскольку параметр i−  положительный, возможны 3 ситуации: 

1. В случае 2 0D   решений (3.4.5) нет, а значит неравенство (3.4.2) не 

может быть выполнено, и, следовательно, процесс идти не может. 

2. Если ( )cos 0fi i −−  , то при ( )4 2 2 2

2 64 cosi f fi fi iD x   − −  неотрицательных 

решений (3.4.5) нет, а при ( )4 2 2 2

2 64 cosi f fi fi iD x   − −  есть одно такое 

решение. 

3. Если ( )1cos 0i i +−  , то при ( )4 2 2 2

20 64 cosi f fi fi iD x   −  −  

неотрицательных решений два, а при ( )4 2 2 2

2 64 cosi f fi fi iD x   − −  есть одно 

неотрицательное решение. 

Таким образом необходимо сравнить 2D   с двумя величинами: 0 и 

( )4 2 2 264 cosi f fi fi ix   −− . 

Начнём со сравнения 2D  с 0. 

Решим уравнение 2 0D =  относительно ( )1cos i i +− : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 24 2 2 2 264 cos 16 1 2 1 2 1 0i f fi fi i i f i f ix x x      −

 − − − + − − =
 

 (3.4.6) 

Его решения имеют следующий вид. 
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Для существования этих решений необходимо потребовать 
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что эквивалентно неравенству 
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x
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 (3.4.9) 

Рассмотрим для начала положительную ветвь fx  (см. (3.2.9)): 
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 (3.4.10) 

Для (3.4.10) неравенство (3.4.9) эквивалентно (с учётом  0,1fi  ) 

следующей системе. 
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 (3.4.11) 

Для отрицательной ветви fx  

 
( )2

2 2

1

4

1

1

2

4

2i i fi

f

i i fi

x
  

  

− −
=

+

+

+
 (3.4.12) 

Получим систему 
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 (3.4.13) 

Системы (3.4.11) и (3.4.13) изображены на рисунке 9. Красной кривой 

соответствует первое условие из каждой системы, а фиолетовой – второе. 

Красная и фиолетовая кривые пересекаются в точке ( )1.5,1 . Напомним, что 

положительная ветвь fx  существует в области *i   Согласно этому рисунку, 

для положительной ветви fx  в области энергий  *,1.5i   для любого угла 2

fi  и 

в области энергий 1.5i   для углов 2

fi , находящихся под красной кривой процесс 

может идти только для модуля значения косинуса, большего определённого, а 

при 1.5i   в области над красной кривой – для любого значения косинуса. Для 

отрицательной ветви fx  при энергиях начального электрона  ,1.5i thr   в 

области над красной кривой процесс может идти только для модуля значения 

Рис. 9. Условия существования решений (3.4.7). Красная кривая соответствует 
первому неравенству в системах (3.4.11) и (3.4.13), а фиолетовая – второму. 
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косинуса, большего определённого , а при  ,1.5i thr   в области под красной 

кривой или при 1.5i   процесс может идти при любом значении косинуса. 

Кроме условия (3.4.8) необходимо также учесть область значений косинуса 

( )cos 1fi i −−  , что соответствует 
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    (3.4.14) 

Условие (3.4.14) с учётом (3.2.8) преобразуется к виду 
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1f
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x


 − , (3.4.15) 

с чем мы уже встречались в § 3.2. 

Рассмотрим положительную ветвь fx . Для неё условие (3.4.15) в области 

*i   сводится к неравенству 
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 (3.4.16) 

Для отрицательной ветви fx  условие (3.4.15) эквивалентно системе 
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 (3.4.17) 
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Неравенства (3.4.16), (3.4.17) в дополнение к неравенствам (3.4.11) и 

(3.4.13) изображены на рисунке 10. 

Согласно этому рисунку, для отрицательной ветви fx  на участке  *,i thr    

допустимая область параметров находится под зелёной кривой (то есть при 

небольших энергиях максимальный угол fi  для отрицательной ветви fx  

ограничен сверху и меньше 1, что мы уже видели в § 3.2), при *i   угол fi  для 

отрицательной ветви fx  может быть любым из отрезка  0,1fi  . Для 

положительной ветви fx  на отрезке  *,i thr    вообще нет допустимых областей 

параметров, при которых процесс может идти, а для *i   эта область находится 

над зелёной кривой. Как и ранее, для положительной ветви fx  в области 

параметров под красной кривой процесс может идти только для модуля значения 

косинуса, большего определённого, а над красной кривой – для любого значения 

косинуса. Для отрицательной ветви fx  процесс может идти при любом значении 

косинуса. 

Рис. 10. Условия существования решений (3.4.7) а также условие (3.4.14). Красная 
кривая соответствует первому неравенству в системах (3.4.11) и (3.4.13), а 
фиолетовая – второму. Зелёная кривая соответствует неравенству (3.4.16), а 
фиолетовая – первому неравенству в (3.4.17). 
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Теперь сравним 2D   с величиной ( )4 2 2 264 cosi f fi fi ix   −− . Для этого 

необходимо решить уравнение 

 ( )2

2

4 2 264 cosi f fi fi iD x   −−=  (3.4.18) 

Оно эквивалентно уравнению 

 
( )

( )

2

2

2 1

2 1

i

f

i

x




−
=

+
, (3.4.19) 

соответствующее неравенству (3.4.9), которое было разобрано в 

предыдущем случае. 

Теперь можно проанализировать 3 различных ситуации по отношению к 

параметру i− , о которых шла речь в начале этого параграфа. 

1. 2 0D  . 

Как показано выше, это условие эквивалентно условию на косинус (3.4.7). 

Для положительной ветви fx  поверхность (3.4.7) а также плоскости 

( )  cos 1,0,1fi i −− = −  изображены на рисунке 11. Синие плоскости соответствуют 

равенствам ( )cos 1fi i +− =  , зелёная - ( )cos 0fi i +− = . Пересечения красной 

поверхности и синих плоскостей соответствуют зелёной кривой в области *i   

(см. Рис. 10), а пересечению этой поверхности с зелёной плоскостью 

соответствует красная кривая с рисунка 10 в области 1.5i  . В области внутри 

красной поверхности 2 0D  . Области, являющиеся внутренностью части 

пространства, ограниченной изображённой на рисунке красной поверхностью, и 

до пересечения с плоскостями ( )1cos 1i i +− =   соответствуют неравенству 2 0D 

, где решений уравнения (3.3.14) нет. 

Для отрицательной ветви fx  поверхность (3.4.7) а также плоскости 

( )  cos 1,0,1fi i −− = −  изображены на рисунке 12. Так же, как и в предыдущем 
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случае: внутри области, ограниченной красной поверхностью и синими 

плоскостями 2 0D   и решений нет. 

Рис. 11. Поверхность (красный), соответствующая (3.4.7) для 

положительной ветви . Также изображены плоскости 

Рис. 12. Поверхность (красный), соответствующая (3.4.7) для отрицательной ветви 

. Также изображены плоскости . 
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2. Рассмотрим ( )1cos 0i i +−  . 

Для ( )cos 0fi i −−   и положительной ветви fx  энергии электрона пары 

существуют в области углов 

 
( )
( )

2

2

2
]

8 cos
0

8 1
[ ,

i f fi f i

i f

i

ix D

x


   



−

−

− +

−


−
 (3.4.20) 

Это область углов i−  соответствует области энергий 1.5i   для углов 2

fi , 

находящихся над красной кривой на рисунка 10. 

Для случая ( )1cos 0i i +−   и отрицательной ветви fx  энергии электрона 

пары существуют в области углов 
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−
 (3.4.21) 

Эта область углов i−  соответствует области энергий  ,1.5i thr   в области 

под красной кривой или области 1.5i  . 

Косинус ( )cos fi i −−  в этом случае может принимать любые 

положительные значения. 

3. Рассмотрим ( )cos 0fi i −−  . 

Для этого случая справедливо то же, что и в случае ( )cos 0fi i −−  , но, 

кроме этого, появляется и новая особенность. При ( )4 2 2 2

20 64 cosi f fi fi iD x   −  − , 

то есть в граничной области, где поверхность 

( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

1 2 1 2 1
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4

f i f i
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x x

x

 
 

 
−

 − + − −
 − =   лежит между -1 и 1, в области 

параметров снаружи этой границы энергии электрона пары лежат в интервале 
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 (3.4.22) 
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Это область углов i−  соответствует области над зелёной кривой на 

рисунке 10 для  *,1.5i   и области между красной и зелёной кривыми для 1.5i   

для положительной ветви fx  и области между красной и зелёной кривыми для 

 ,1.5i thr   для отрицательной ветви fx . 

Завершим анализ ограничений на параметры процесса нахождением 

интервала изменения угла i− . 

Найдём максимальное значение величины 
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 (3.4.23) 

Очевидно, выражение (3.4.23) принимает наибольшее значение при 

условии 

 ( )cos 1fi i −− = − , (3.4.24) 

поэтому далее интересуемся максимумом выражения 
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, (3.4.25) 

где 

 ( ) ( ) ( )
2 24 2 2 2

2 64 16 1 2 1 2 1i f fi i f i f iD x x x      = − − + − −
 

 (3.4.26) 

С учётом (3.2.8) выражение (3.4.25) преобразуется к виду 
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 (3.4.27) 

Рассмотрим отрицательную ветвь fx . 
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Заметим, что максимум выражения (3.4.27) достигается, когда fi  и fx  

принимают наибольшие значения, что в случае отрицательной ветви fx  

выполняется одновременно (см. Рис. 4). 

В этом случае мы выбираем 

 

1

1

1 2

fi

f

i

x





=

=
+

 (3.4.28) 

После подстановки (3.4.28) в (3.4.27) получаем 

 ( )
21

1 2 1 3
2

i i

i

 


−

  = + − −
  

, (3.4.29) 

Которое принимает максимальное значение 1i−
 =  при i → . 

Таким образом в случае отрицательной ветви fx  угол электрона пары 

ограничен отрезком 

  0,1i−   (3.4.30) 

Рассмотрим теперь положительную ветвь fx . 

Можно показать, что выражение (3.4.27) для положительной ветви fx  

максимизируется, когда угол fi  принимает наименьшее возможное значение. В 

то же время понятно, что в случае ( )4 2 2 2

2 64 cosi f fi fi iD x   − −  максимальный угол 

i−  будет бо́льшим, чем в случае ( )4 2 2 2

2 64 cosi f fi fi iD x   − −  (см. (3.4.5)). С учётом 

этих двух требований получим, что максимум i−  достигается на кривой 
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 (3.4.31) 

Подставляя (3.4.31) в (3.4.27), получим функцию i , монотонно 

возрастающую с ростом i . Предел этой функции при i →  даёт результат 2 . 
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Таким образом, для положительной ветви fx  угол i−  может принимать 

значения из отрезка 

 0, 2fi  
 

 (3.4.32) 

 

§ 3.5. Амплитуда в слабом циркулярно-поляризованном поле 

Преобразуем амплитуду, полученную в третьем параграфе главы 2, для 

случая слабой циркулярно-поляризованной волны. Слабое поле соответствует 

следующему соотношению. 

 1  (3.5.1) 

В этом случае вторым слагаемым в выражении для коэффициентов a  (см. 

(2.2.3)) можно пренебречь: 

 
a

a  

 





 
 (3.5.2) 

Это не единственное упрощение в случае слабого. В силу соотношения 

(3.5.1) можно разложить функции Бесселя в (2.3.6) по малому параметру  , 

поскольку аргументы функций Бесселя ,
i fp p p p  

+ −
 (см. (2.2.8)). Выполним это 

разложение в амплитудах M  и M   (см. (2.2.14), (2.2.15)). 
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 (3.5.3) 

Рассмотрим каждое слагаемое в (3.5.3) в отдельности. 
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(3.5.4) 
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(3.5.5) 

В (3.5.4) и (3.5.5) главный вклад вносят функции Бесселя с малым 

индексом, поэтому в суммах по индексам 1l  и 2l  остаётся по 1 слагаемому. Таким 

образом, 
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 (3.5.6) 

Подставив теперь (3.5.6) в (2.2.17) и проинтегрировав по 4-импульсу 

промежуточного фотона с помощью  -функции, получим окончательное 

выражение для амплитуды процесса в поле слабой циркулярно-поляризованной 

электромагнитной волны. 
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ГЛАВА 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ (В ЕДИНИЦУ 

ВРЕМЕНИ) ПРОЦЕССА РОЖДЕНИЯ ПАР ПРИ 

СТОЛКНОВЕНИИ ЭЛЕКТРОНОВ С ЛАЗЕРНОЙ ВОЛНОЙ В 

СЛУЧАЕ СЛАБЫХ ПОЛЕЙ 

§ 4.1. Общий вид дифференциальной вероятности 

Оценим величину дифференциальной вероятности (в единицу времени) 

процесса резонансного рождения электрон-позитронных пар при столкновении 

электронов с лазерной волной. 

Вероятность перехода в конкретное состояние определяется квадратом 

модуля амплитуды 
2

S . Далее везде полагается 1V = . Запишем выражение для 

дифференциальной вероятности перехода в элементарный фазовый объём: 

 
2

i f i fdw w d S d → →= =  (4.1.1) 

Здесь 
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Рассмотрим квадрат модуля амплитуды 
2

S . Согласно (3.5.7) 
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Фазы канала «а» и канала «б» совпадают (см. Приложение Ж), поэтому 

общая фаза 
p p p pi f

id id

e −+
− −

 при взятии модуля исчезнет. 

С учётом (4.1.3) квадрат модуля амплитуды примет следующий вид. 
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§ 4.2. Дифференциальная вероятность (в единицу времени) канала «а» 

Дифференциальная вероятность для неполяризованных электронов и 

позитронов имеет вид 

( ) ( )

( )

3

4

2

2

3
3

4 3

23

2

32

1 i fi
C B

f

fW

i f

а dd p d
p p p p kE

w GV U
E E

p

p
E

p

d p

k

 



+ −

+ −

− +

− − − +

−

=

+

 (4.2.1) 

В (4.2.1) G  - некоторая функция 4-импульсов частиц, амплитуда которой 

имеет порядок 1, а функции CV  и BWU  имею порядок 1 и выглядят следующим 

образом: 
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где v , 1v , u , 1u  - кинематические инварианты (2.2.6), (2.2.7). 
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В условиях резонанса знаменатель в (4.2.1) обращается в ноль. Для 

устранения резонансного знаменателя необходимо провести процедуру Брейта-

Вигнера [86]. Для этого введём мнимую добавку к энергии начального 

электрона: 

 i i iE E E i→ = −   (4.2.3) 

В этом случае резонансный знаменатель примет следующий вид. 
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где 
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и 
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CW =  (4.2.6) 

Здесь CW  - полная вероятность комптон-эффекта [68]: 
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Таким образом дифференциальная вероятность (в единицу времени) с 

учётом (4.2.4) принимает следующий вид: 
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Проинтегрируем (4.2.9) по 3d p+
 и по d p dE− − : 
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Здесь под E+  и E−  нужно понимать следующие величины: 
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Дифференциалы в (4.2.10) с учётом малости углов вылета могут быть 

преобразованы к следующему виду: 
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Теперь дифференциальная вероятность примет вид 
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Вероятность достигает своего максимума в резонансе, когда 2 2

fi res = . В 

этом случае с учётом (4.2.6) и (4.2.7) получаем 
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Формула (4.2.14) представляет собой искомую дифференциальную 

вероятность (в единицу времени) процесса рождения электрон-позитронных пар 

в столкновениях электронов с лазерной волной. 

Дифференциальное сечение процесса получается из дифференциальной 

вероятности в единицу времени делением на плотность потока налетающих 

частиц, который для одного начального ультрарелятивистского электрона равен 

единице: 

 1j =  (4.2.15) 

Поэтому дифференциальное сечение процесса резонансного рождения 

электрон-позитронных пар при столкновении электронов с лазерной волной, 

формально совпадает с выражением (4.2.14): 
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 (4.2.16) 

Согласно (4.2.14), резонансная дифференциальная вероятность (в единицу 

времени) исследуемого процесса по предварительным оценкам превышает 

дифференциальную вероятность нерезонансного процесса на четыре-пять 

порядков. Более точные оценки требуют также вычисления дифференциальной 

вероятности нерезонансного процесса.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

По результатам изучения процесса резонансного рождения электрон-

позитронных пар в столкновениях электронов с лазерной волной можно сделать 

следующие выводы: 

1. Показано, что резонансный процесс имеет место с пороговой энергией 

начального электрона. Пороговая энергия существенно зависит от 

числа поглощённых фотонов лазерной волны. Максимальное значение 

пороговой энергии определяется поглощением одного фотона волны. В 

области оптических частот максимальная пороговая энергия имеет 

порядок 2 310 10−  ГэВ. Резонансный процесс имеет место, когда энергия 

начальных электронов превышает пороговую энергию. 

2. Рождающаяся ультрарелятивистские электрон позитронная пара и 

конечный электрон летят в узком конусе вдоль импульса начального 

электрона, причём данный узкий конус лежит вдали от направления 

распространения лазерной волны. 

3. Энергия электрон-позитронной пары существенно зависит от угла 

вылета конечного электрона и может принимать до четырёх возможных 

значений. Показано, что угол вылета конечного электрона изменяется 

от нуля до некоторого максимального значения, которое определяется 

энергией начального электрона (в единицах пороговой энергии). 

4. Получена оценка резонансной дифференциальной вероятности (в 

единицу времени) исследуемого процесса, которая превышает 

нерезонансную дифференциальную вероятность на четыре-пять 

порядков порядка. 

По теме работы был сделан доклад на конференции Неделя науки СПбПУ, 

2019 [53]. Также, работа будет представлена на конференциях RUSGRAV-17 и 

ICLO 2020. 
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Приложение А: малость углов между направлениями 

распространения частиц и 3-импульса начального электрона 

Покажем, что 
i f  . 

Согласно (3.2.3) - (3.2.5), 

 ( ) ( ) ( )21 cos 1 cos 1 cosi i f f f i f i fiE E m E E v v    − − − + = −  (5.1.1) 

Если утверждение насчёт углов неверно, и угол 
fi  не является малым, то 

равенство (5.1.1) не может быть удовлетворено в силу того, что в правой части 

равенства стоит величина порядка 2 2

iE m , а в левой – порядка 2

i iE E  или 

порядка 2 2

im E . Это доказывает справедливость соотношения 1fi , откуда 

также непосредственно следует 
i f  . 

Аналогичные рассуждения можно провести для ЗСИ во второй вершине. 

Тогда можно записать 
i f   + −   . 
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Приложение Б: вычисление пороговой энергии 

Запишем ЗСИ во второй вершине. 

 0q k p p− ++ = +  (6.1.1) 

Пользуясь резонансным условием, получим: 

 2

0q k m p p− += +  (6.1.2) 

Выразив p−  из (6.1.1) и подставив в (6.1.2), получим: 

 0 0q k q p p k+ += +  (6.1.3) 

Запишем скалярные произведения. 

 
( )

( )

0 o i

i

q k nn

p k E nn



+ +

=

=
 (6.1.4) 

 
22

0

0 0 2 22

m
q p E

E


 +

+ +

+

 
= + 

 
 (6.1.5) 

Здесь мы воспользовались примерными равенствами ( ) ( ) ( )0 inn nn nn+   (см. 

Приложение А), а также ввели угол 0 +  между направлениями распространения 

промежуточного фотона и позитрона.  

Поделим (6.1.3) на 22m  и подставим туда скалярные произведения (6.1.4)

,(6.1.5): 

 
2 2 2 2

0 0 0

2 2 24 4

i i thr

thr i i thrthr

E EE E

E E E m

   

 

++ +

+

 
= + + 

 
 (6.1.6) 

Введём обозначения: 

 

0

2 2

2 0

2

0

4

i

thr

o

x
E

m



 
 +

+

=

=

 (6.1.7) 
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С учётом этих обозначений (6.1.6) можно записать в виде: 

 ( )2 2 2 0

0 0 0
4

i i o i

x
x x x x   + + ++ − + =  (6.1.8) 

Для существования решений уравнения (6.1.8) необходимо потребовать: 

 ( )2 2 2 2

0 00 0 0i i i oD x x x    +− +=   (6.1.9) 

Отсюда получаем: 

 
( )

0 2

1

1i o

x
  +


−

 (6.1.10) 

Из (6.1.10) получаем нижнюю границу на энергию промежуточного 

фотона в условиях резонанса: 

 
0

1

i

x


  (6.1.11) 

Таким образом, для возможности протекание процесса, необходимо, чтобы 

энергия промежуточного фотона равнялась хотя бы 
1

i
. Это означает, что энергия 

конечного электрона 
fx  не может превышать величину 

1
1

i
−  в силу ЗСЭ. 
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Приложение В: упрощение функции H  

Воспользуемся выражением для вектор-потенциала поля A  (2.1.3), чтобы  

преобразовать выражение для H  (2.1.10). 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )( )

( )

2
2

2

ˆ ˆˆ ˆ1 1
2( ) 2( )
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4 4
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4 4 16
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i i i

i

i

i i i i

e e
H A k kA
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m m
e e k k e e
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m m m
e e k k e e
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k k e k
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− −
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− + +−

+− −

   
= + − =   
   

   
= − + + + =   
   

= − + + + − 

 + ( ) ( ) ( )2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆik e k k k k         + +

−

− +−
 + +
 

 (7.1.1) 

Это выражение можно упростить, воспользовавшись свойствами векторов 

поляризации: 
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 (7.1.2) 

Теперь сразу можно записать 

 ( ) ( )2 2 2 22 2

2

i i i i
H a b e b e c e e       − −

− += + + + +  (7.1.3) 

, где коэффициенты a , b  и c  даются левыми формулами в (2.2.3). 

Проделав замену ( ), ,f ip p p p  − +→ → →− , получим выражение для H   : 

 ( ) ( )1 1 1 12 2

1

i i i i
H a b e b e c e e

        − −

− +
    = + + + +   (1.4) 

, где коэффициенты a  , b 


  и c   даются правыми формулами в (2.2.3). 
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Приложение Г: преобразование действий 

Для преобразования действий нам потребуются вычислить сперва 

скалярное произведение ( )( )p A −
  а также квадрат 2A : 

 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 22

cos s
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p e
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e
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= − + = − + −

  = +


−

 (8.1.1) 

Распишем (2.1.12) с учётом (2.1.4) и (2.1.5). 
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− −

 (8.1.2) 

Введя новые обозначения, запишем 2( )pS x
−

 в виде: 

 ( ) ( )2 2 2 2 2( ) sin cos sin 2p p p p pS x d p x b y   
− − − − −−= − − + − +  (8.1.3) 

, где 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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2 2 2 2
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 (8.1.4) 

Проделаем аналогичные операции с действием для позитрона. 
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 (8.1.5) 

Введя схожие с предыдущим случаем обозначения, запишем 2( )pS x
+−  в 

виде: 

 ( ) ( )2 2 2 2 2( ) sin cos sin 2p p p p pS x d p x b y   
+ + + + +− += − + + − −  (8.1.6) 
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 (8.1.7) 

Аналогично записываются и оставшиеся 2 электронных действия: 
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( ) sin cos sin 2
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Далее, согласно (2.1.12), (8.1.3) и (8.1.6), 
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Введём следующие обозначения. 
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Тогда действие ( ), , 2( )
p p q

S x
+−− − −  может быть записано в следующем виде. 

( ) ( ) ( ) 22 1 2 2, ,
( ) sin sin 2p pp p pp p p pp q

S x d p p q x     
+ + +− −+ −+− −− + −− −

= − + + − + − + (8.1.11) 

Аналогично, 
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= − + =

 (8.1.13) 

 ( ) ( ) 11 1, , 2 1( ) sin sin 2
f i i f i f i f i fp fp p q p p p pp i p pS x d p p q x     − + = − − − − + − +  (8.1.14) 
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Приложение Д: преобразование аргументов специальных функций 

В этом приложении приводится несколько более подробное изложение 

преобразования аргументов, чем в монографии Никишова и Ритуса [68]. 

Рассмотрим параметр pp + −
. Согласно (8.1.10) 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 2

p p p p x p p y

p p

m Q e Q

p p
Q

kp kp

e 
+ − + − + −

−+

−

+

+

−=

= − +

−

 (9.1.1) 

Заметим, что ( ) 0ppQ k
+ −

= . Отсюда из вида ( ),0,0,k  =  следует, что 

( ) ( )
0 3

p p ppQ Q
−+ + −

=  и 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 0
p p x p p y p p p p p p p p p pQ e Q e Q Q Q Q Q
+ − + − + − + − + − + − + −

+ = + + − = −  (9.1.2) 

Раскроем квадрат в (9.1.2). 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )

2
2

2

2
2

2
2p p

p pp p m m

kp kp kp kpkp kp
Q

+ −

−−

− −

++

−+ ++

 
− = − = − −  


− +



 (9.1.3) 

Воспользуемся ЗСИ во второй вершине. 

 1q k p p+ −+ = +  (9.1.4) 

Возводя в квадрат (9.1.4) и пользуясь резонансным условием, получим 

 ( ) ( ) 2

1p p kq m+ − = −  (9.1.5) 

Подставим ( )p p+ −  из (9.1.5) в (9.1.3). 

 

( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )( ) ( )

( )

( )

( )

( )( )

2 2

2 2

1

2
2 2

2 2

2
2

1

2

1 0

2

2 2

2 2

p p

m m

kp kp kp kpkp kp

kp kpm m

kp kp kp kp kpkp kp

k

k

kqm
Q

kq q kq

p

+ −

− −−

−

− − −

+ ++

+

+ ++ −+

− − + =

 +
+ = +  



= − −

= − −


 (9.1.6) 

Запишем выражение (9.1.6) через инварианты (2.2.6), (2.2.7): 
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 ( )
2

2 2 2

1 1

2

2

1 1

4 4 4
1p p

u u u u

m u m u m u
Q

u+ −

 
− + = − 


=


−  (9.1.7) 

С учётом (9.1.2) и (9.1.7) можно переписать (9.1.1) в следующем виде. 

 
1 1

12p p

u u

u u
 

+ −


= −−


 
 

 (9.1.8) 

Аналогичный вывод можно проделать для параметра 
i fp p . 

 

Приложение Е: вещественность параметров   

Покажем вещественность параметра 
p p
+ −

. 

Из ЗСИ во второй вершине (3.3.1) следует 

 ( ) ( )1kp q p− +=  (10.1.1) 

Тогда можно записать инвариант u  в следующем виде. 

 
( )

( )( )

2

1

4

kq
u

kp kp−+

=  (10.1.2) 

Раскроем скалярные произведения в (10.1.2). 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
2 2 22 2 2

21 1
1 12 2

1

1 1
2 2 2 2

i

ik

kp E nn

Em m W m
q p WE

E E x

q W nn

m



 





+

+ + +
+ + +

+ +

+

+

=

   
= + = +

=

= +  
  

 (10.1.3) 

Здесь 

 
2 2

2 1
1 2

E
x

W

E

m




+
+

+ +
+

=

=

 (10.1.4) 

Подставим (10.1.3) в (10.1.2). 
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( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2
2

22 2

2 1 1
1 1

1 1
4 1 2 1

2
th

i

r
i

iW nn W nn W
u

m m
E nn x

x x

 





 
   + +
+ + + +

+ +

= = = =
+ +

+ +

 (10.1.5) 

Здесь 

 
1

thr

W



=  (10.1.6) 

Рассмотрим теперь 1u . 

 
( ) ( )1

1 12 22 2

ikq W
u

m m

nn



= = =  (10.1.7) 

Из (10.1.5) и (10.1.7) видно, что подкоренное выражение в первом 

равенстве в (2.3.2) не может быть отрицательным: 

 
( ) ( ) ( )

2

1

22 2 2
1 1 1 1 1

1 1
1 1 0

1 1 1

u u

u u



  

+

+ + +

  
 − = − =  
 + +  + 

 (10.1.8) 

Таким образом вещественность параметра 
p p
+ −

 показана. Более того, в 

силу кинематики процесса параметр 2

1 +  не может отклоняться от 1 слишком 

существенно, поэтому выражение в (10.1.8) порядка 1, а значит 
p p
+ −

 

действительно имеет порядок малости  . 

Аналогичные рассуждения можно провести и для параметра 
i fp p . 
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Приложение Ж: фазы каналов «а» и «б» 

В амплитуду канала «а» вошёл фазовый множитель (см. (3.5.7)): 

 ( ) ( )
i f i fp p p p p p p pd d d d d d

++ − −
− + = − − + −  (11.1.1) 

При замене ( )fp p−  получится фаза канала «б», которая, как видно из 

(11.1.1) (с учётом (8.1.4) и (8.1.7)) совпадёт с фазой канала «а». 

 


